32 Kapitel II Konvergenz von Folgen und Reihen

3 Unendliche Reihen

Es sei (an)nen, €ine Folge in K, wobei wiederum K = R oder C gilt. Wir gehen in
diesem Abschnitt der Frage nach, unter welchen Bedingungen die Reihe > a, kon-
vergiert. Natiirlich miissen wir zunéchst prézisieren, was wir unter einer Reihe und
deren Konvergenz beziehungsweise Divergenz verstehen und beginnen deshalb mit der
folgenden Definition.

3.1 Definition. a) Es sei (a,)nen, €ine Folge in K. Wir nennen das Symbol
o0
ag+ar +as+ ... oder Zaj.
=0

eine unendliche Reithe mit Gliedern a,,.

n
b) Weiter heifit s, := Y a;,n € Ny, die n-te Partialsumme der Reihe.

7=0
c¢) Konvergiert die Folge (sn)nen, gegen s € K, so heifit die Reihe Y a; konvergent und
i=0
wir setzen s := ) a;. Andernfalls, heifit die Reihe divergent.
=0

3.2 Beispiele. a) Die geometrische Reihe. Es sei ¢ € C mit |¢| < 1. Dann gilt
o0

o=

i=0 1

M 111b) |_gnt 1
denn s, = > ¢’ :)11‘1_ = .
i=0 7 1wl —gq

b) Die harmonische Reihe. Die Reihe

ist divergent. Betrachtet man die Differenz der Partialsummen s,, — s, fiir n > 1, so
gilt
2 11
Son — Sp = —->n-—=_.
oo Z i m 2
j=n+1
Dies bedeutet, dass die Folge der Partialsummen (s,),en keine Cauchyfolge ist und
somit die harmonische Reihe divergiert.
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o
c¢) Die Reihe 712—:1 m ist konvergent und es gilt
> 1
Doy =
“~n(n+1)
In der Tat gilt —2— = 2~ L fir alle j € N. Set ir ¢, i= -, 50 ist
n der Tat gi T = a1 j tir alle j . Setzen wir ¢, 1= ;1,50 is
—— =
=:¢j =i¢j—1

n
Ch, = Cy + Z(Cj — Cj—l)
7j=1

eine sogenannte Teleskopsumme und es gilt

n

1 N noc
> ——= 2%,
jzlj(]+1) n+1

Analog zur Situation von Folgen, in welcher das Cauchykriterium 2.11 ein inneres
Kriterium fiir die Konvergenz einer Folge darstellte, existiert auch fiir Reihen ein solches
inneres Kriterium. Genauer gilt das folgende Lemma.

3.3 Lemma. (Cauchykriterium fiir Reihen).  Die Reihe ) " a; konvergiert genau
dann, wenn fir alle € > 0 ein Ny € N existiert mit

‘Zaﬂ <e  fir alle n,m > Nj.

j=n
Beweis. Der Beweis ist einfach. Da | Y37 | a;| = [s;,—s,-1| fiir alle n, m € Nmit m,n >
Ny gilt, folgt die Behauptung aus dem Cauchykriterium fiir Folgen; vgl. Theorem 2.11.

O

Wiéhlen wir in obigem Lemma 3.3 speziell n = m, so folgt, dass die Glieder einer
konvergenten Reihe notwendigerweise eine Nullfolge bilden. Wir halten diesen wichtigen
Sachverhalt explizit im folgenden Korollar fest.

o0
3.4 Korollar. Es sei Y a; eine konvergente Reihe. Dann ist lim a; = 0.

Das Beispiel der harmonische Reihe zeigt, dass die Umkehrung von Korollar 3.4 nicht
gilt.
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3.5 Bemerkung. Es sei (a;);en eine Folge mit positiven Folgengliedern, d.h. es gelte
a; > 0 fiir alle j € N. Dann ist Z;’il a; genau dann konvergent, wenn die Folge der
Partialsummen (s,)nen beschrinkt ist.

Beweis. Es sei ) 2° | a; eine konvergente Reihe, welches bedeutet, dass die Folge der
Partialsummen (s,)n,en konvergiert. Satz 1.6 impliziert nun, dass die Folge (s;)nen
beschréankt ist.
Umgekehrt ist (37, a;)nen eine monoton steigende Folge, da a; > 0 fiir alle j € Ny
gilt. Nach Voraussetzung ist die Folge der Partialsummen (s,),en beschrinkt, welches
nach Satz 1.12 bedeutet, dass (s,)nen konvergent ist.

U

3.6 Beispiel. Wir betrachten die Reihe )" 0 , und zeigen im Folgenden, dass

gilt, wobei die Zahl e bereits in Satz 1.15 als e = lim (1 + =)™ definiert wurde.

n—00

Fir n € N setze a, = (1 + 5) . Der Beweis von Satz 1.15 impliziert, dass a, <
Z? 0 Ji 3 fiir alle n > 1 gilt. Deswegen ist die Folge (s,)nen definiert durch

sn::z:,l n €N

VK
Jj=0

beschrinkt und die obige Bemerkung 3.5 impliziert, dass ZJ 07 , konvergiert. Wir

bezeichnen den Grenzwert der Reihe mit €' := Z;Oo Lemma 1 9 impliziert, dass
lim a, =e < ZJ 031 = = ¢’ gilt. Also gilt e < €.
n—oo

L fiir alle m € N. In der Tat

Wir zeigen nun die umgekehrte Ungleichung: e > Zj o7t

gilt firn>m >1

j-Faktoren

n m m ; ~
Binom.Satzz : n 1 n 1 1 n n-1 n—7 +1
= —> — = - - PR .

in <j>n7_2<j>n7 Zj! n n n

=1 —1 —1
N -~ o
—1(n—00)

Nach Lemma 1.9 gilt hmn_,00 a, = e > Z =0 ,, also e > lim,, o Zj o ], =
Zusammenfassend gilt also ¢’ = e und die oblge Behauptung ist bewiesen.
Um Abschétzungen fiir die Eulersche Zahl e zu gewinnen, betrachte

dn = Sp+k — Sn, k,m €N
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Dann gilt fiir beliebige n,k € N

1 Sk—l
<d, ;
(n+1)! =™ = (n+ 1)
fiir £ — oo ergibt sich somit
1 e—1
3.1 — <e—-85, < —
(3:-1) n+1)! ==y

Obige Abschitzung liefert fiir n = 2 nicht nur die Abschitzung 2,66 < e < 2, 8, sondern
sie ist auch Grundlage fiir den folgenden Beweis der Irrationalitit der Fulerschen Zahl
e.

3.7 Satz. Die Eulersche Zahl e ist irrational.

Beweis. Wir nehmen an, dass e rational wire. Dann kénnte man e in der Form e = p/q
mit p,q € N darstellen. Betrachtet man die obige Abschitzung (3.1) fiir n = ¢ und
multipliziert diese Ungleichung mit ¢!, so folgt

1 2
0<——< - =gqlsy, < — <1,
qul_p(q ) —qls, P
und somit
0<plg—1)!—gls, <1

Da jedoch p(q — 1)! — ¢!s, € Z gilt, ist dies unmdglich und wir erhalten einen Wider-
spruch.
Ul

Wir untersuchen im Folgenden die Konvergenz von Reihen, deren Folgenglieder alter-
nierende Vorzeichen haben und beginnen mit dem Konvergenzkriterium von Dirichlet.

3.8 Satz. (Konvergenzkriterium von Dirichlet).  Es sei (ay)nen C C eine komplexe
Folge derart, dass die Partialsummen (sp)nen = (3_)_; j)nen beschrinkt sind. Ferner
sei (en)nen €ine monoton fallende Nullfolge. Dann ist Z]oil gja; konvergent.

Ein wichtige Folgerung hieraus ist das sogenannte Leibniz-Kriterium.

3.9 Korollar. (Leibniz-Kriterium). Es sei (e,)nen €ine monoton fallende Nullfolge.
Dann konvergiert Y 22 (=1)'e;.
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3.10. Beispiele und Bemerkungen.

Jj=0

a) Die Reihe

1 1

i(—w’ ! :1—1+———+1—...
j+1 2 3 4 5

ist konvergent und heifit alternierende harmonische Reihe. Wir zeigen in Analysis 11,

. [
dass der Grenzwert der Reihe ) =0
o0

(—1)7'# gleich log 2 ist.

b) Eine Reihe Y~ (—1)7a; mit a; > 0 fiir alle j € Ny heifit alternierend.

=0

Beweis von Satz 3.8. Fiir m,n € N mit m > n setze

m
On,m = E €jlj.
j=n

Die Voraussetzung besagt, dass lim;_,, ¢; = 0 gilt. Nach Lemma 3.3 (dem Cauchykri-
terium) geniigt es also zu zeigen, dass eine Konstante M > 0 existiert mit

|0n,m| S Msn

Wir setzen C := sup{|s,| : n € N}, wobei s, := > "

On,m

j=n—1

Deshalb ist

fiir alle n,m > 1.

j—1 @j- Firm >n >1 gilt dann

m m m m

= D ea=) eilsj—sm) =) €si— )& s
j=n j=n i=n j=n
m m—1

= D €isi— ), €8 =
j=n

m—1

E (€j —€j4+1)Sj + EmSm — EnSn—1-
Jj=n

m—1
[Onml < (&5 — €j41) 85| + EmlSm| + €nlsn-1]
et
Jj=n >0
m—1

™

Il
S

I
_~

(Ej — 6j+1)0 + 6mC + EnC

en — Em)C + £, C + ,C = 2¢,C = Me,

mit M := 2C und die Behauptung folgt aus dem Cauchykriterium 3.3.

Ein sehr wichtiger Konvergenzbegriff von Reihen ist der der absoluten Konvergenz.

O
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3.11 Definition. (Absolute Konvergenz). Eine Reihe Y 7 a; heifit absolut konver-
gent, falls 3°7° ; |a;| konvergiert.

3.12 Bemerkung. Wir folgern aus dem Cauchykriterium fiir Reihen, Lemma 3.3,
dass jede absolut konvergente Reihe Z;’;O a; konvergiert. In der Tat folgt aus der
Dreiecksungleichung, dass |77, a;| < 377 |a;l fiir alle m > n gilt. Die Behauptung
folgt dann aus Lemma 3.3.

3.13 Satz. (Majorantenkriterium). Es seien (a;)jen, C C und (bj)jen, C R Folgen
mit |a;| < b; fir fast alle j € Ny. Konvergiert die Reihe Z _obj, so ist die Reihe
ijo a; absolut konvergent.

In der obigen Situation heifit die Reihe Z;io bj eine Majorante von ) 2 a;.

Der Beweis von Satz 3.13 ist wiederum einfach. Da > 7" |a;| < 377 b; fiir allem > n
gilt, folgt die Behauptung aus dem Cauchykriterium, Lemma 3.3.

Da0 < <

Beispiel. Nach Beispiel 3.2 c) konverglert die Reihe > 7 G +1)2 < 50

J=0 ](]+1)
o0

fiir alle j € N gilt, folgt, dass die Reihe Z CESYE +1) =Y 77 konvergiert.
~ .

Wir wihlen nun als Majorante speziell die geometrische Reihe und erhalten damit das
sogenannte Wurzelkriterium.

3.14 Satz. (Wurzelkriterium).  FEs sei (ay)nen, €ine Folge in C.
a) Es existiere 0 < ¢ < 1 mit

V/lan| < g fiir fast allen € N.

o0
Dann ist Y a; absolut konvergent.
n=0

b)Gilt {/\|a,| > 1 fiir unendlich viele n € N, so divergiert > a,.

n=0

Beweis. a) Nach Voraussetzung existiert ein Ny € N mit W < q fiir alle n > N,.
Also ist |an| < ¢" fiir alle n > Np, d.h. es gilt Y~ >°  |an| < Y o2 ¢". Die Behauptung
folgt jetzt aus dem obigen Majorantenkriterium 3.13.
b) Die Voraussetzung besagt, dass {/|a,| > 1 fiir unendliche viele j € N gilt. Also ist
|a,| > 1 fiir unendlich viele n € N. Insbesondere ist (a,)nen, keine Nullfolge, welches
bedeutet, dass > > a, divergiert.

O
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Beispiel. Die Reihe ) g—i ist konvergent fiir jedes [ € N. Nach Bemerkung I. 1.14 und
n=0
Beispiel 1.16 ¢) gilt

n

IR LAY

2 2 2’

also ist {/]an| < %2 =: ¢ < 1 fiir fast alle n € N und die Behauptung folgt aus dem
obigen Wurzelkriterium.

In konkreten Fillen oft einfacher anzuwenden ist das folgende Quotientenkriterium.

3.15 Satz. (Quotientenkriterium).
a) Es gelte a, # 0 fir fast alle n € N und es existiere 0 < g < 1 mit

‘an+1

| <g¢ fiir fast allen € N.

o
Dann konvergiert die Reihe . a, absolut.

n=0
b) Gilt |*=L| > 1 fiir fast alle (nicht nur fir unendlich viele) n € N, so ist Y. an
n n=0

divergent.

Beweis. a) Nach Voraussetzung existiert ein Ny € N mit |E’a;r—1\ < ¢ fiir alle 7 > Nj.
Also gilt fiir alle n > Ny + 1

-1
‘ Qn, H ‘a]+1‘ |GN0+1 ONo+2 7

ANy ANp+1 Ap—1

Vor.

| < ¢ .

Jj=No

Dabher ist |a,| < la No‘q fiir alle n > Ny + 1 und

Z |aNo|

ist eine konvergente Majorante von Y .- a,. Das Majorantenkriterium impliziert nun
die Behauptung.
b) Die Voraussetzung und die obige Relation (*) implizieren, dass || > 1 fiir alle
0
n > Ny+1 gilt. Deshalb ist (ay)nen, keine Nullfolge und die Reihe ~°°  aj, ist divergent.
]

3.16 Beispiel. Die Ezxponentialreihe
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konvergiert fiir alle z € C. Dies ist klar fiir z = 0. Fiir z # 0 gilt

|an+1|: 2" _ ] n2%
an, (n+1z"| n+1 ’

d.h. es gilt |M| < 1L fiir fast alle n € N.
an 2
Wir betrachten nun eine Variante des obigen Wurzel- bzw. Quotientenkriteriums in der

die Existenz einer Zahl ¢ mit 0 < ¢ < 1 durch eine Bedingung an den Limes superior,
bzw. Limes inferior ersetzt wird.

3.17 Satz. (Andere Formulierung des Wurzel- bzw. Quotientenkriterium).

JE— o0
a) Gilt lim, o V/|an| < 1, so ist die Reihe Y, a, absolut konvergent.

n=0

- oo
b) Gilt lim,, o ¥/|a,| > 1, so ist die Reihe Y a, divergent.

n=0
¢) Es seien a, # 0 fir fast alle n € N und mn%o\“%| < 1. Dann ist die Reihe

o
> an absolut konvergent.
n=0

o
fntll > 1, so st die Reihe a, divergent.
an n=0

d) Gilt lim

T— 00 |

3.18 Bemerkungen. a) Gilt lim,_, {/|a,| = 1, so kann man keine Aussage zur
Konvergenz treffen! Betrachtet man zum Beispiel die Folgen (a,)pen = (%)HGN und
(bp)nen = (n%)neN- Dann gilt nach Beispiel 1.16 ¢) und Bemerkung I. 1.14 fiir beide
Folgen

(R e
Y =4{/—= — 1 d
] ¢;‘w .
L1 s
oal = {5 = o,
=V =

o o
aber die Reihe ) a,, ist divergent, wihrend die Reihe )’ b, absolut konvergiert.
n=1 n=1
b) Das Quotientenkriterium ist ,schwiicher “ als das Wurzelkriterium, im Sinne, dass

lim {/|a,| < lim |an+1‘
n—o0

n—oo' Qp

gilt.
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Wir beenden diesen ersten Abschnitt iiber die Konvergenz von Reihen mit dem
Verdichtungssatz von Cauchy.

3.19 Satz. (Verdichtungssatz von Cauchy). FEs sei (an)nen, €ine monoton fallende
Nullfolge. Dann gilt:

o o
Z a; konvergiert <= Z 27ay; konvergiert.
J=0 J=0

Der obige Satz besagt, dass sich das Konvergenzverhalten einer gegebenen Reihe vollsténdig
aus dem der ,verdichteten “ Reihe ablesen lisst, welche jedoch nur Glieder mit den
Indizes 27, also bedeutend weniger als die urspriingliche Reihe, enthilt.

Beweis. Fiir n € N betrachte die Partialsummen der urspriinglichen Reihe s, =
> i—oa; und der verdichteten Reihe t, := Y77 27ay;.
" =": Fiir n > 27 gilt wegen der Monotonie von (ay,)nen,

Y

ay +ag+ (a3 4+ ag) + (a5 + - -+ ag) + -+ (ag-141 + - - + a9)

a .
> 51+a2+2a4+4a8+---+21*1a2j

1 - 1
- §(a1 +2az +4as -+ 2%ay) = ol

Sn

Nach Voraussetzung ist Z;’io a; konvergent, d.h. es gilt Z]O'io a; =: s fiir ein s € R
Dann gilt ¢; < 2s fiir alle j € N und die Reihe Z;io 2/a,; konvergiert nach der obigen
Bemerkung 3.5.

" " Fiir n < 29t — 1 gilt

sn < ag+ar+(ag+az)+(as+--+ar) + -+ (ay + -+ aging)
< a0+a1+2a2+4a4+---+2ja2;:a0+tj.
Nach Voraussetzung ist Z;”;O 2/ay; konvergent, d.h. es gilt Z;’;O 2ay =: t fiir ein

t € R Also ist s, < ag + t fiir alle n > 0 und die Bemerkung 3.5 impliziert, dass die
Reihe )27 a; konvergiert.
O

Der obige Satz impliziert, dass zum Beispiel die Reihe

o0

1

ne
n=1

fiir « € Q genau dann konvergiert, wenn « > 1 gilt. Die zugehorige verdichtete Reihe

1st -~ o -~
Z?jQ_ja = 22(1_0‘” = qu mit ¢ := 27
=0 =0 §=0
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ist eine geometrische Reihe und diese konvergiert nach Beispiel 3.2 a) genau dann,
wenn ¢ < 1 und somit o > 1 ist. Man beachte, dass wir hier vorldufig n® nur fiir o« € Q
definiert haben; spéter definieren wir n® fiir beliebige a € R.

Die durch die konvergente Reihe

(vorldufig fiir s € Q) definierte Funktion, ist die berithmte Riemannsche Zetafunktion.
Sie spielt bei Untersuchungen zur Primzahlverteilung eine herausragende Rolle. Wir
werden spiter in der Vorlesung , Analysis II “beweisen, dass ((2) = %ﬁ gilt. Die bis
heute ungeldste sogenannte Riemannsche Vermutung besagt, dass alle nichttrivialen
Nullstellen der Zetafunktion den Realteil % haben.



