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Im vorherigen Abschnitt haben wir gesehen, dass jede konvergente Folge beschrinkt ist.
Wir untersuchen im Folgenden nun den umgekehrten Sachverhalt, d.h. wir betrachten
beschrinkte Folgen und fragen nach der Existenz von konvergenten Teilfolgen. Be-
trachtet man das Beispiel der Folge (an)neny = (—1)", so ist obige Frage leicht zu
beantworten: es existieren mindestens zwei konvergente Teilfolgen, ndmlich (ao,)nen
und (asgn+1)nen. Der folgende Satz von Bolzano-Weierstrafl gibt eine postive Antwort
auf diese Frage im allgemeinen Kontext.

Wir beginnen diesen Abschnitt mit der formalen Definition einer Teilfolge einer ge-
gebenen Folge.

2.1 Definition. Es sei (a,)nen eine Folge und ¢ : N — N eine streng monoton wach-
sende Funktion (d.h. ¢(n + 1) > ¢(n) fiir alle n € N). Dann heifit die Folge (ays))

keN
Teilfolge von (an)nen- Setzt man (k) := ny, so schreiben wir auch (an, )ken-

Zur Erlduterung der Definition betrachten wir die Folge (ap,)nen := (—1)". Wéhlen wir
in der obigen Definition ¢(n) = 2n, so gilt as, = 1 fiir alle n € N; wihlen wir hingegen
©(n) =2n+ 1, so gilt ag,1 = —1 fiir allen € N.

2.2 Lemma. Es sei (a,)nen C R eine beschrdinkte Folge. Dann besitzt (an)nen €ine
monotone Teilfolge.

Beweis. Eine Zahl n € N heif}e klein, falls a,, < a; gilt fiir alle [ > n. Wir unterscheiden
nun zwei Félle:

a) Zu jeder Zahl m € N existiert ein kleines n > m.

b) Es existiert [ € N, so dass alle kleinen n kleiner als [ sind.

zu a): Wir setzen

¢(1) := min{n € N: n klein},
o(k+1) = min{n € N:nkleinund n > ¢(k)}, keN

Dann ist ¢ nach Konstruktion eine streng monoton wachsende Funktion und die Folge
(@y(k))ken ist monoton wachsend.
zu b) In diesem Fall existiert fiir alle m > [ ein j > m mit a; < a,. Wir setzen

p(l) = I,
e(k+1) = min{j e N:j > ¢(k)und a; < ayp}, keN

Dann ist ¢ streng monoton wachsend und die Folge (a(p(k)) ken ist monoton fallend.
O
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2.3 Theorem. (Bolzano-Weierstraf}, 1. Fassung). Jede beschrinkte Folge (a,)neny C C
besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Fiir den Fall, dass (a,)nen eine reelle Folge ist, folgt die Behauptung unmittel-
bar aus Lemma 2.2 und Satz 1.12.
Wir betrachten im Folgenden also eine komplexe Folge (a,)nen, d.h. a, € C fiir alle
n € N. Dann ist (Rea,)nen eine beschrinkte reelle Folge und nach der obigen Aussa-
ge fiir reelle Folgen, besitzt diese eine konvergente Teilfolge (Re ay, (k))nen. Ferner ist
(Im @y, (k) )nen eine reelle beschriankte Folge. Wiederum existiert nach der obigen Aus-
age eine konvergente Teilfolge (Im ay,0p, (k))ken- Setzen wir ¢ = @50 ¢y, 50 ist ¢ streng
monoton wachsend und (acp(k))keN ist eine konvergente Teilfolge von (ay,)nen-

O

Um die obige Ausage des Satzes von Bolzano-Weierstral noch aus anderen Perspektive
zu verstehen, fiihren wir an dieser Stelle den Begriff des Haufungspunktes einer Folge
ein.

2.4 Definition. (Hiufungspunkt). Eine Zahl a € C hei8t Hdufungspunkt der Folge
(an)nen C C, falls fiir alle £ > 0 unendlich viele n € N existieren mit |a — a,| < &.

2.5 Beispiele. a) Es sei a, = (3,2, %,3,%,4,...). Dann ist ¢ = 0 ein Haufungs-

punkt der Folge (a,)nen, die Folge (a,)qen ist aber divergent.

b) Die Folge (ay)nen = (i")pen = (1,4, —1,—14,1,4,—1,...) besitzt 4 Hiufungspunk-
te, ndmlich 1,7, —1, —i.

c¢) Es sei a, = n fiir alle n € N. Dann besitzt die Folge (a,)nen keine Haufungs-
punkte und auch keine konvergente Teilfolge.

Im Folgenden bezeichne K den Korper der rellen oder komplexen Zahlen, d.h. es gilt
K =R oder K=C.

2.6 Bemerkungen. a) Fiir a € Kund ¢ > 0 setze U (a) := {z € K: |a — 2| < €}.
Dann heifit U, (a) eine e-Umgebung von a.

b) Eine Zahl ¢ € K ist Limes der Folge (a,)nen C K, genau dann wenn fiir alle e > 0
die Menge U, (a) fast alle Folgenglieder a,, enthélt, d.h. alle bis auf endlich viele.

c¢) Eine Zahl a € K ist Haufungspunkt der Folge (a,,)nen C K genau dann wenn fiir
alle € > 0 die Menge U,(a) unendlich viele Folgenglieder a,, enthilt.
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2.7 Lemma. Es sei (a,)nen eine Folge in K und a € K. Dann ist a genau dann
ein Haufungspunkt von (an)nen wenn eine Teilfolge (an, ) oy VO (an)nen existiert mit

lim a,, = a.
k—o0

Beweis. =: Die Bemerkung 2.6 c¢) impliziert, dass fiir alle ¢ > 0 unendlich viele Fol-
genglieder a, in U, (a) liegen. Setze ny := 0 und wibhle fiir alle £ > 1 ein ny; > ny_; mit
an, € U1 (a). Dann ist (ny)ken streng monoton wachsend und es gilt |a — ay, | < ¢ fiir
alle £ >1, d.h.

lim a,, = a.
k—00 Tk

<: Sei a = klim ap,. Dann enthélt U, (a) fiir alle € > 0 fast alle a,, fir £ € N, also
—00

unendlich viele, vgl. die Bemerkung 2.6 b) und c).
U

2.8 Theorem. (Bolzano-Weierstraf}, 2. Fassung). Jede beschrinkte reelle Folge (an)nen
besitzt einen Hiufungspunkt. Ferner besitzt die Menge der Hiufungspunkte von (an)nen
ein Minimum r und ein Mazimum s.

In der obigen Situation setzen wir

r :=liminfa, bzw. lim, ., a, (Limes Inferior),
n—o0

s :=limsupa, bzw. lim, ,.a, (Limes Superior).
n—0o0

Beweis. Es sei H := {a € R : a ist Hiufungspunkt von (a,)nen}. Dann gilt
inf{a, : n € N} <h <sup{a,:n €N} fiiralle h € H.

Ferner impliziert der Satz von Bolzano-Weierstrafl in der ersten Fassung 2.3 sowie Lem-
ma 2.7, dass H # () gilt. Nach dem Vollstindigkeitsaxiom existiert s := sup H. Es ist
noch zu zeigen, dass s € H gilt. Hierzu sei € > 0 gegeben. Nach der Charakterisierung
des Supremums gegeben in Satz 1.1.22 existiert ein ¢ € H mit

a<s<a-|—6
—_— 2.
Es gilt also [s — a| < §. Fiir z € Uz (a) gilt dann
e €
— < — — < — R
s—z| <|s—a|+|a—z 5 T5=6

d.h. Uz (a) C Uc(s). Nun enthélt Uz (a) unendlich viele a,, also auch Ue(s). Die Bemer-
kung 2.6 impliziert damit, dass s € H gilt.
Der Beweis fiir den Limes Inferior verlduft analog.

O
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2.9 Beispiele. a) Wir betrachten wiederum die Folge (an)nen = ((—1)")nen. Dann
gilt klarerweise lim sup,,,, a, = 1 und liminf, ,y a, = —1.
b) Wir betrachten die Folge

welche formal gegeben ist durch

0, = %H firn=Fk+j, j=1,2...,2k+1keN,.
Dann kommt jede rationale Zahl ¢ mit 0 < ¢ < 2 in dieser Folge (sogar unendlich
oft) vor und es gilt limsup,,_, @, = 2 und liminf, , a, = 0. Ferner ist jedes x mit
0 < z < 2 ein Haufungspunkt der obigen Folge. Insbesondere besitzt diese Folge also
unendliche viele Hiufungspunkte.

Bisher hatten wir die Konvergenz einer Folge nur fiir den Fall untersucht, dass der
Grenzwert explizit bekannt war. Eine Ausnahme bildete nur der Satz 1.12. Wir be-
trachten nun ein sogenanntes “inneres” Kriterium.

2.10 Definition. Eine Folge (a,)nen C K heifit Cauchyfolge, falls fiir alle ¢ > 0 ein
Ny € N existiert mit
la, —ap| < e fiir alle n,m > Nj.

2.11 Theorem. FEs sei (ay)nen C K eine Folge. Dann ist (ay)nen genau dann konver-
gent, wennn die Folge (an)nen eine Cauchyfolge ist.

Beweis. =: Es sei a = lim,,_,, a, und & > 0. Dann existiert ein Ny € Nmit [a—a,| < §
fiir alle n > Ny, also gilt

e €
lan — G| < lap —a| + |a —ap| < 3 t5=¢6 n,m > Np.

<: Es sei (a,)nen eine Cauchyfolge. Wir unterteilen den Beweis in 3 Schritte:
a) Die Folge (ay)nen ist beschrinkt.
Um dies zu zeigen, wihle my € N so, dass |a, — a,,| < 1 fiir alle n,m > my. Dann
gilt |an| — |am| < |an — am| < 1 fiir alle n,m > my. Also ist |a,| < 1+ |any,| fiir alle
n > mg. Daher gilt |a,| < max{|ag|, |a1],. -, |@me_1];1 + |am,|}, 7 € N, und somit ist
(@n)nen eine beschriankte Folge.
b) Der Satz von Bolzano-Weierstraf} in der ersten Fassung impliziert, dass (a,)nen €ine
konvergente Teilfolge (a,, )xen besitzt mit limg o ap,, = a.
c) Sei € > 0 gegeben. Die Voraussetzung impliziert, dass ein m; € N existiert mit
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lan — am| < § fiir alle n,m > m,;. Nach dem Schritt b) gilt |a — a,,| < § fiir alle
ng > mq. Also gilt fiir alle n > m,

G — a] < |, — | + |an, —a] <,
—_——— —

< <3

(M)

n—ee

d.h. a, — a.
O

2.12 Bemerkungen. a) Die Tatsache, dass jede Cauchyfolge in K konvergiert, heift

auch Vollstindigkeit von K.

b) Die Menge der rationalen Zahlen Q definiert in Abschnitt I.1 ist nicht vollsténdig!

c) Es gilt

Vollstandigkeitsaxiom <= Archimedisches Prinzip und Vollstandigkeit von R
<= Archimedisches Prinzip und Satz von Bolzano-

Weierstrafl in R
d) Fiir ¢ € C mit ¢ # 1 und |q| = 1 setzen wir a,, := ¢™. Dann gilt

lani1 —an| = |q"l¢g—1] =|¢g—1] >0 fiir allen > 1.
Also ist (ay,)nen keine Cauchyfolge und somit ist die Folge (a,,),en divergiert. Wir haben

also gezeigt, dass die Folge (¢"),en genau dann konvergent ist, falls |g| < 1 oder ¢ =1
gilt.

Wir fiithren folgende Notation ein: fiir a,b € R mit a < b setzen wir
[a,b] :={z € R:a <z <b}.

und nennen dies das abgeschlossene Intervall [a, b].

2.13 Theorem. (Banachscher Fixpunktsatz). Es seien a,b € R mit a < b und f :
[a,b] — [a,b] eine Abbildung. Es existiere ein ¢ € R mit 0 < ¢ < 1 und

(2.1) \f(z) = fw)| < qlz—y| firalle z,y € la,b]

Dann ezistiert genau ein v € [a,b] mit f(r) = r. Dies bedeutet, dass r ein Fizpunkt
von f ist.

2.14 Bemerkung. Eine Abbildung, welche die obige Bedingung (2.1) erfiillt, heifit
strikte Kontraktion.
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Beweis. Fiir ein zy € [a,b] und n € Ny definiere

Tnt1 = f(Tn).

Dann gelten die folgenden Aussagen:
a) Die Folge (x,,)nen ist konvergent.
Wir zeigen zunichst die Ungleichung

T — Tt | < "oy — @], m>1,

via Induktion. Der Induktionsanfang m = 1 ist klar. Sei die Behauptung also fiir m
schon bewiesen. Dann gilt

[ Tm+1 — T = \f(@m) = f(Tm-1)l,
Vor.
< qlXm — Tpmeil,
Ind.Vor. 1
< qq™ @ — x| = ¢x1 — 2ol

Also gilt fiir m > n

| T — < Zm — Tt | + [Tt — 2| + -+ |Tngr — Zal,
< (qm_1+qm_2+...+q")|x1—:E0|,
o Rein 1—gmm n__ m n
T g 1_ |z1 — xo| = = |z — x| < 1_q|$1—$0|-

Da 0 < ¢ < 1 folgt aus Bemerkung 2.12¢), dass lim ¢" = 0 gilt. Also ist (Z,)nen
n—oo

eine Cauchyfolge und Theorem 2.11 impliziert, dass (x,)nen konvergiert. Wir setzen

r:= lim x,.
n—o0

b) Es gilt f(r) =r.
Um dies zu zeigen sei € > 0. Dann existiert ein Ny € N mit |r — z,| < § fiir alle
N > Ny, also

|f(’f') - T| < |f(’f') - xno+1| + |$n0+1 - 7“|,
= |f() = (@) | + |2ngsr — 7,

g €
< qlr = zpy| + |Tng1 — 7| < §+§ <e.
Die klassische Schlussweise der Analysis aus Kapitel 1.1.23 impliziert, dass f(r) = r
gilt.
c¢) Der Fixpunkt r ist eindeutig bestimmt.
Wir nehmen an, dass ein 7’ € [a, b] existiere mit f(r') = r'. Dann gilt

r=r'[=1f(r) = f)] < glr =7'|.

Hieraus folgt (1 — q)|r — 7| = 0, welches |r — | = 0 und wiederum r = 7’ impliziert.
0
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2.15 Bemerkungen.
a) Der obige Beweis ist konstruktiv, d.h. wir konstruieren den Fixpunkt r als r =
lim f*(r) mit f*=fofo---o f.
n—oo
b) Es gelten die folgenden Fehlerabschitzungen:
qTL
- <
Ir—z,| < T4
q
I—gq

|zy — xo| a-priori-Abschdtzung,

Ir —z,| < |Tp — xn_1| a-posteriori-Abschitzung.
c¢) Der Banachsche Fixpunktsatz gilt auch, falls [a,b] durch R ersetzt wird.
d) Eine Verallgemeinerung des Satzes auf vollstéindige metrische Rdume wird in der

Vorlesung “Gewohnliche Differentialgleichungen” wichtig sein.



