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12. Ubung mit Lésungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 1)
Fiir jedes n € N seien die Funktionen

1 nx + 2
n = ) 072 d n = y _1717
falw) =12, 2 €(0,2] und gu(z) A 1 v € [-1,1]

gegeben.

(a) Skizzieren Sie die Funktionen jeweils fiir n = 1,2, 3, 4.

(b) Untersuchen Sie die Funktionenfolgen (f,)neny und (g, )nen jeweils auf punktweise
Konvergenz und geben Sie gegebenenfalls die Grenzfunktion an.

(c) Sind (f,)nen und/oder (g, )nen gleichméBig konvergent?

Losunag: (a)

(b) Wir betrachten zunéchst (fy,)nen. Es gilt

lim z
n—oo

n )0, fallsze(0,1),
1, fallsz =1,

und fiir x € (1,2] divergiert die Folge (z"),en bestimmt gegen unendlich. Damit ist die
Funktionenfolge (f,)nen punktweise konvergent und es gilt fiir die Grenzfunktion

falls 0 < x < 1,
, fallsxz =1,
, fallsl <z <2

)

f@) = lim fu(x) =

O = =



Wir wenden uns (g, )nen zu. Auch diese Funktionenfolge ist punktweise konvergent und die
Grenzfunktion ist

—1, falls —1 <z <0,
2 falls z = 0,
1, falls 0 <z < 1.

. . nr+2 . :z—i—%
g(z) = lim gn(z) = lim et 1 e[+ L

(c) Wir setzen x,, := /2 fiir jedes n € N. Dann gilt z,, € (1,2), d.h. wir haben f(x,) = 0 fiir
alle n € N und wir erhalten

1
1+ 2n/n

1

o) = 1] = -2

Somit gibt es zu e = 1/4 kein N € N, mit |f,(x) — f(x)| < ¢ fir alle n > N und alle
z € [0,2], d.h. (fn)nen ist nicht gleichmiBig konvergent.

Mit einer analogen Argumentation ist auch die Funktionenfolge (g, )nen nicht gleichméBig
konvergent, denn fiir die Werte x,, := 1/n, n € N, gilt

1+2 1
|gn(2n) — g(x)| = ‘1_” - 1‘ =3
(G 2)
Fiir jedes n € N sei die Funktion f, : [0,00) — R durch
1 1
fulz) = §m2 - %, x € [0,00)

gegeben.

(a) Begriinden Sie, dass (fy),,cy punktweise konvergiert und geben Sie die Grenzfunktion
f an.
(b) Bestimmen Sie die Folge der Ableitungen (f;,), ., und zeigen Sie, dass (f;,),,cy gleichmiBig

konvergiert. '
(c) Gilt
fl(@) = lim_f)(x)

n—o0

fur alle z € [0, 00)7

LOsuNG: (a) Sei z € [0,00) beliebig gewéhlt. Dann gilt

. o 1o nx4+1\ . 15, - onx+1 %
g Jn2) ﬁi%(f - nz> =g T e 1
1 z+1 1
=2 — 1l n —x2.

Damit konvergiert die Funktionenfolge (f), ¢y auf [0, 00) punktweise gegen die Grenzfunk-
tion f:[0,00) — R mit
1
f(z) = 5952-

(b) Es sei n € N beliebig gewahlt. Dann ist

fila) =g - TSl E e o

n4€2nx ent




und somit gilt

lim f/(x) = lim (93—1— :x) =z
e

n—oo n—oo

Damit konvergiert (f]),en punktweise gegen g : [0,00) — R mit

g(z) = x.

Um die GleichméaBigkeit der Konvergenz nachzuweisen, verwenden wir Bemerkung IV.4.3 b)
und zeigen dazu, dass

lim [|f;, = gllc =0
n—oo
ist.

Da z > 0 ist, gilt wegen e"® = Y22 nFa*/k! > na

’f;z(iﬁ) —g(x)| = ‘x—}— e% —x‘ _

Damit ist

1 1
12 = glloo = sup [ fr(2) — g(z)| <sup~ =~ =0 (n— o).
x>0 z>0 T n

(c) Ja, die Voraussetzungen von Theorem IV.4.7 sind nach den Aufgabenteilen (a) und (b)
erfiillt, also gilt

f'(z) = lim f(z) = g(z).

(G 3)
Beweisen Sie das Weierstralsche Konvergenzkriterium aus Satz 1V.4.9:

Essei D C Rund f, : D — K, n € N eine Folge von Funktionen, so dass Y, || fulloo
konvergiert. Dann konvergiert die Funktionenreihe > 7 | f, gleichméBig auf D.

LOsuNG: Wir zeigen, dass die Funktionenfolge g, := > ;_; fx, n € N, also die Folge der Parti-
alsummen gleichméBig auf D konvergiert. Dazu verwenden wir das Cauchykriterium aus IV.4.4.
Sei € > 0. Dann gibt es Dank des Cauchykriteriums fiir Reihen (vgl. Lemma I1.3.3) ein N € N,
so dass fiir alle m > n > N gilt

m

D lfelleo <&

k=n

Damit gilt fiir all diese n und m auch

> =Dt
=1 k=l

”gn - gmHoo =

>
k=n

m
<3 fulloe <€
o k=n

oo

und wir sind fertig.

Hausiibungen

(H 1)

Untersuche die folgenden Funktionenfolgen bzw. -reihen auf punktweise und gleichméfige
Konvergenz:

() fulz) = Vn223, x€0,5]; b)Y weo,1);

(¢) gn(z) = sin E, z € R.
n



LosunaG: (a) Fiir z € (0, 5] gilt:

lim V/n223 = lim (/n)? - ¢/z° = (lim ¢/n)%- (lim ¢z)>=1-1=1

n—oo n—oo n—oo n—oo
Fir x = 0 ist

lim Vn2-23= lim V0=0

n—oo n—oo

Also ist (fn)nen punktweise konvergent auf [0, 5] mit der Grenzfunktion

0 z=0

Da f nicht stetig ist, aber f, fiir jedes n € N stetig auf [0,5] ist, kann (f,,)nen auf [0,5] nicht
gleichmiflig konvergieren.

(b) Wir setzen h,(x) := nz?/(n® + x3) fiir jedes = € [0,1] und n € N. Dann gilt

2 2

ne n 1
nd4+ 23— nd n?

|n () =

n3 4 a3

fiir alle z € [0,1] und alle n € N. Also ist

00 >~ 4
S o €30
n=1 n=1

und damit konvergent nach dem Majorantenkriterium. Mit dem Weierstrafischen Konver-
genzkriterium folgt nun die gleichméflige Konvergenz der untersuchten Funktionenreihe.
Damit konvergiert diese insbesondere auch punktweise.
(c) Fiir alle 2 € R gilt lim £ = 0 und da die Sinus-Funktion stetig ist, gilt
n—oo
lim sin(%) = sin(0) = 0 fiir alle z € R.
n—oo
Also konvergiert (gn)nen punktweise gegen die Nullfunktion.
Die Konvergenz ist aber nicht gleichméfig, denn fiir 2, := & gilt g,(x,) = sin(5) = 1 fiir
alle n € N. Also ist
£ = glloo = llgnllcc = lgn(zn)| =1

fiir alle n € N und wegen Bemerkung IV.4.3 b) kann (g, )nen nicht gleichméBig konvergieren.
(H 2)

(a) Esseien (ay)nen eine konvergente Folge und (b, ),en eine beschréankte Folge mit a,, > 0
und b, > 0 fiir alle n € N. Begriinden Sie, dass

lim sup(a,b,) = lim a, - limsup b,

n—oo n—00 n—oo
gilt.
(b) Beweisen Sie Lemma 4.13 aus der Vorlesung:
Es sei Y~ a,z™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius p > 0. Dann besitzt die

formale Ableitung > 7 na,z" ! ebenfalls den Konvergenzradius p.

LOSUNG: (a) Das wurde bereits in (H1) auf Ubungsblatt 4 gezeigt.



(b) Bezeichnen wir den Konvergenzradius der formal abgeleiteten Potenzreihe mit p*, so gilt
nach der Formel von Cauchy-Hadamard

i* = limsup {/|na,| = limsup({’/ﬁm) @ lim {/n-limsup T{/m: 1.

1
s
1% n—00 n—00 n—00 p

da die Ausgangsreihe den Konvergenzradius p hat. Also ist p* = p.

(H 3)
Die Funktionenreihe Z frn mit f, : R — R und
n=0
x
n(T) = ——, R, N
fu(2) D reR, ne
konvergiert punktweise auf R.
(a) Bestimmen Sie die Grenzfunktion f(z) = ; Arar fir z € R.

(b) Konvergiert die Funktionenreihe gleichméfig?

LOsunG:  (a) Wir unterscheiden zwei Fille:
x = 0: In diesem Fall gilt f,,(0) = 0 fiir alle n € N und somit ist

F(0) =" fal0) =0.
n=0

x # 0: Wegen
1
— | <1
‘14—3:2

fiir alle © # 0 folgt mit der Formel fiir die geometrische Reihe die Beziehung

00 - 00 1 e 1 n
10=3 iy~ S - ()

n=0 n=0 n=0

1 T 14 22
=TI - = = .
1 1

— =
_ 1 x
1+22 14-z2 z

Die Summe f besitzt somit die Darstellung

0, falls z =0
f(gc)_{lﬂ2 falls 2 # 0.

(b) Da die Funktionen f, fiir alle n € N stetig sind, miisste — sofern die Funktionenreihe

(e e}
Z fn auf R gleichméfBig gegen f konvergiert — die Summenfunktion f ebenfalls stetig sein.

n=0

Wegen f(0) = 0 und lim,_040 f(z) = oo ist f nicht stetig in Null und somit kann die

Funktionenreihe Z frn nicht gleichméfig gegen f konvergieren.

n=0



