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Gruppeniibungen

(G 1)

Es seien f(z) =sin(z), r € Rund g(z) =2 — 2>+ 2 -1,z € R.

(a) Bestimmen Sie (7} f)(z,0) und (7;g)(z, 1) jeweils fiir j = 0,1,2,3 und skizzieren Sie
beide Funktionen jeweils mit den Taylorpolynomen zusammen in ein Schaubild.

(b) Geben Sie eine Abschitzung fiir die Restglieder (Rsf)(z,0) fiir alle z € [0, 7/4] und
fiir (Rsg)(z,1) im Bereich z € [0, 3] an.

LosunG: (a) Esist f(0) =0, f'(0) = cos(0) =1, f”(0) = —sin(0) = 0 und f"”(0) = —cos(0) =
—1. Also gilt

(Tof)(z,0) =0, (T1f)(x,0) = =,

(Tof)(x,0) = =, (T3/)(w,0) = — 2 + .

Fiir ¢ erhilt man wegen ¢'(z) = 322 — 2z + 1, ¢"(x) = 62 — 2 und ¢"'(z) = 6 zuniichst
g(1)=0,4¢'(1) =2, ¢"(1) =4 und ¢"’(1) = 6, sowie damit

(Tog)(z,1) =0, (Trg)(x, 1) = 2(x — 1),
(Tog)(z,1) =2(x — 1)2 +2(x — 1), (Tzg)(x,1) = (x —1)>+2(x —1)%+2(z—1).



(b) Nach dem Satz von Taylor mit der Restglieddarstellung von Lagrange gibt es fiir jedes
x € [0,7/4] ein £ € (0, z) mit

(4)
(R3f)(x,0) = f .(g)xﬂ‘ = — sin(&)z?.

Also gilt fur all diese x

= < 0,015,
24 -/2-256 — 217728 —

wobei wir 7 < 10/3 und v/2 > 14/10 abgeschiitzt haben.

Die Abschiitzung fiir g ist so einfach wie gut. Da ¢(*(z) = 0 ist, gilt sofort (Rzg)(z,1) = 0,
d.h. es ist (T39)(z,1) = g(x), was bei einem Polynom dritten Grades ja auch kein grofies

o\ 4 s
\(Rgf)(x,0)|§214sm(7r/4)<4> < 3125

Wunder ist.
(G 2)
Bestimmen Sie den Wert /2 = %(1 — %)*1/ 2 bis auf einen Fehler, der kleiner oder gleich

107° ist, durch ein geeignetes Taylor-Polynom.
LOsunaG: Wir betrachten die Funktion
f@) = L0 -0 e fo o
und ihre Taylorpolynome (7}, f)(z,0) mit Entwicklungstelle 0. Dann gilt v/2 = f(1/50). Da

Fla) =1+ (=3)a=a R0 = -0
£'(a) = 55 (1= 2)

Py = o (=27

gilt, haben wir f(0) = £, f/(0) = ;5 und f”(0) = 31. Also gilt

21 7 7
T 0)="—az?+—a+ .

Mit der Restgliedabschétzung von Lagrange erhalten wir

" 3
(ra)/50.0) = S ()

fiir ein £ € (0,1/50). Wir erhalten damit die Abschétzung

105

40 -6 - 503(1 -9

VI (Ba)1/50,0) = |(Raf)(1/50.0) < |
Nun ist die Funktion z — (1 — 2)~7/2 auf dem Intervall (0,1/50) positiv und monoton wachsend,
denn ihre Ableitung ist z — 7/2-(1—2)~%/? und diese Funktion ist auf dem betrachteten Intervall
positiv. Also wird obige Abschitzung fiir £ = 1/50 maximal und wir erhalten

7 (50)7/2 507/2 V50 1

V3~ (T)(1/50) < e (0 )

= = <
16-503-76  16-76 — 2.76
1 ) < )

- = < =5-107% <1075,
235.298 ~ 1.176.490 — 1.000.000

eine Niherung von v/2 mit der geforderten Genauigkeit.




(G 3)
Es seia € Rund f:[0,1] — R gegeben durch

fx) =

2%, falls0 <z <1,
a, fallsx=1.

Fiir welche Werte von a ist f konvex auf [0, 1]?

LOSuNG: Behauptung: f ist genau dann konvex, wenn a > 1 ist.

Beweis: In allen Punkten x € [0,1) ist f zweimal stetig differenzierbar und es ist dort f”(x) =
2 > 0. Also ist f hier konvex, d.h. fiir alle z,y € [0, 1) gilt

fAz+ 1 =Ny) <Af(2)+ (1 =N f(y) (1)

fiir alle A € [0, 1]. Fiir Konvexitét auf [0, 1] bendtigen wir die selbe Ungleichung fiir alle z, y € [0, 1].
Wir betrachten zunéchst den Fall a < 0. Dann gilt mit x = 0, y = 1 und A = 1/2 sofort

f()\a:+(1—)\)y) =—->

5 =M@+ (1= Nf),

> =

also ist f in diesem Falle nicht konvex.

Ist 0 < a < 1 so wihlen wir x = y/a, y = 1 und A\ = 1/2. Dann gilt dieses Mal

fAz+ (1= XN)y) = f<;\/6+ ;) = %(a—i—%/&—i— 1).

Da a € (0,1) ist, gilt zum Einen 1 > a, zum Anderen aber auch y/a > a, also haben wir

PO+ (1= A) > (a+20+a) =a = Af() + (1 Nf(),

womit auch in diesem Falle f nicht konvex ist.

Es bleibt der Fall @ > 1. Um hier Konvexitit zu zeigen, geniigt es wegen (1) die entsprechende
Ungleichung fiir y = 1 zu zeigen. Es gilt fiir alle € [0,1) und alle A € (0, 1] (Der Fall A = 0 ist
trivial)

FOz+ A=A -1) = (Az+(1-1)> =222 + 201 - Nz + (1 - N2

Unser Ziel ist nun
M2 4201 = Nz + (1= N2 < A2? + (1= Na = Mf(z) + (1= N)f(1) (2)
zu zeigen. Also rechnen wir
N2? 201 = Nz + (1= A% = A2? + (V2 = N)z? + 201 — Nz + (1 — )2
=A2? + (1 = \)[-Az® + 2 z + 1 - )A].

Weiter ist
(xr—12=2>-20+1>0= - A2’ +2 - \+1<1<a.

Kombiniert man die beiden letzten Erkenntnisse, so erhélt man genau (2) und wir sind fertig.



Hausiibungen

(H 1)
Bestimmen Sie fiir jedes a € R\ {1} die Taylorreihe (T'f)(z,a) von f : R\ {1} — R mit
f(z) = ﬁ und bestimmen Sie jeweils den Konvergenzradius dieser Reihe.

Bemerkung: Natiirlich kennen wir iiber die geometrische Reihe eine Reihendarstellung die-
ser Funktion. Néchste Woche konnen wir auch beweisen, dass die Reihendarstellung einer
Funktion, sofern sie existiert, eindeutig ist. Bis dahin bleibt leider nichts anderes iibrig als
die Taylorreihe von Hand auszurechnen.

Losuna: Wir beweisen zunéchst per Induktion, dass fiir alle n € N gilt

n!
(1 _ x)nJrl :

f() =

Induktionsanfang: Fiir n = 0 gilt

Induktionsschritt: Es ist dann
(D) () — (FOV () — 1 — 1Y(] — ) —7=2(_1) — 2D
fU @) = () (@) = nl(—n - 1)(1 —z)"*(-1) = 1o
was zu zeigen war.

Damit gilt nun fiir a # 1

=~ ¥ (a) E_\ k! E_\ 1 k
(Tnf)(x,a):z A (z —a) :Zm(ﬂﬁ—a) = (1_a)k+1($—a)
k=0 k=0 k=0
und wir erhalten fiir die Taylorreihe
> 1
_ k
(Tf)(z,a) = Zm(iﬁ —a)”.
k=0
Der Konvergenzradius o dieser Reihe ergibt sich mit dem Wurzelkriterium:
1:lim’“;:lim’c 1 - lim f L =1- ! = 1 ,
0 k—o00 |(1—a)k+1] k—oo |].—(Z| k—o0 ll—a]k ’1—0,’ ll—a]

also o = |1 —al.

Noch ein Kommentar zum Schluss: Mit Hilfe der geometrischen Reihe erhalten wir sehr schnell
fir a # 1

1 1 1 1 ~(z-a\"
f(x)_1—x_1—a—(x—a)_(1—a)(1—f_a)_1—az<1—a>

—a k=0

[e.9]

1 K

= (1 — )kt (z—a)
k=0



fir alle x € R\ {1}, fiir die [x—a|/|1—a| < 1, d.h. [x—a| < |1—a] gilt. D.h. wir haben genau obiges
Ergebnis. Das ist eine sehr angenehme Art und Weise (wenn man denn eine Reihenentwicklung
hat, die man kennt), um Taylorreihen auszurechnen. Uns fehlen nur leider im Moment noch die
Mittel, um nachzuweisen, dass wir so genau bei der Taylorreihe landen. Den Nachweis, dass die
Reihendarstellung einer Funktion (wenn sie existiert) eindeutig ist, konnen wir erst fithren, wenn
wir den Begriff der gleichméfigen Konvergenz haben.

(H 2)

Bestimmen Sie den Wert 1, 05"%? mit einer Genauigkeit von mindestens 1074

LOSUNG: Wir verwenden die Funktion f : [1,00) — R mit f(z) = 22 und betrachten ihr
Taylorpolynom 1. Ordnung mit Entwicklungsstelle 1. Dazu berechnen wir

fl(x) =1,02-2%0%  f"(z)=1,02-0,02- "%
und f(1) = 1, sowie f/(1) = 1,02. Damit gilt
(T f)(@,1) = f() + f()(z —1) =1+ 1,02(z — 1).

Fiir den Néherungsfehler (R f)(1,05;1), der uns interessiert, erhalten wir
1
(R1f)(1,05;1) = 5f”(g)(l,o5 —1)2=1,02-0,01-£99.0,05%2 =2,55-107° . ¢ 0%

fiir ein ¢ € (1;1,05). Nun ist die Funktion g(t) := ¢t ~%% auf dem Intervall (1; 1,05) monton fallend,
denn fiir die Ableitung gilt auf diesem Intervall ¢’(t) = —0,98 -t~ 59 < 0. Also nimmt g auf dem
Intervall (1;1,05) maximal den Wert ¢g(1) = 1 an und wir kénnen

[(R1f)(1,05;1)| =2,55-107° . £ %% <2 55.107° < 107*
abschéitzen. Damit ist der Wert
(T1f)(1,05;1) = 1 +1,02(1,05 — 1) =1 +1,02- 0,05 = 1,051
ein fiir die Aufgabenstellung ausreichend exakter Niherungswert von 1, 0592,
(H 3)
Es sei D C R ein offenes Intervall und f : D — R konvex. Zeigen Sie
(a) Hat f in einem Punkt zy € D ein lokales Minimum, so ist dieses das globale Minimum.

(b) Hat f in xy € D ein lokales Maximum, so ist f in einer Umgebung von x, konstant.

LOsuNnG: (a) Behauptung: f hat in xy lokales Minimum = f hat in zy globales Minimum.

Beweis: Sei z € D\ {zo} beliebig. Da f in x( ein lokales Minimum hat, gibt es eine Umgebung
U von xg, so dass f(y) > f(xo) fir alle y € U N D gilt und da D offen ist, gibt es also ein
Intervall (xg — 6, x0 + d) mit 6 > 0, so dass f(y) > f(zo) fiir alle y aus diesem Intervall gilt.
Wir wéhlen nun speziell ein y aus diesem Intervall, das zwischen xy und dem vorgegebenen
x liegt. Setzen wir damit A = (y — z¢)/(z — x0), so gilt A € (0,1) und y = Az + (1 — N)xo.
Da f konvex ist, folgt damit

fy) < Af(@) + (1 = A) f (o),

d.h.
M(x) > f(y) — (1= A) f(xo) > f(xo) — (1 = A) f(zo) = Af(x0)-

Damit gilt wegen A # 0 nun f(z) > f(xo) und da x beliebig war, sind wir fertig. O



(b) Behauptung: f hat in xg € D lokales Maximum = 3Je > 0 : f(z) = f(zo) fir alle
x € (xo—e,m0 + €).
Beweis: Da f in x( ein lokales Maximum hat und D offen ist, gibt es ein € > 0, so dass
U:=(xg—¢g,xz0+¢) C D ist und f(x) < f(xp) fir alle z € U gilt. Wéhlen wir nun ein
beliebiges x € U und setzen y := 2xg — x, so gilt zum einen

|zo — y| = |xo — 220 + 2| = |z — 20| < €,

d.h. es gilt auch y € U. Zum anderen gilt 29 = 1/2 -2+ 1/2 -y, d.h. wir erhalten aus der

Konvexitéit von f: . . . .
f(zo) = f (5o + Sy) < 5f(2) + 5f ().

Da y € U ist, haben wir f(y) < f(xo), also gilt

fleo) < () + 5 f(wo), A flao) < f(@).

Da x € U ist, gilt aber auch f(xg) > f(z) und damit f(xo) = f(z). O



