Fachbereich Mathematik | ECHNISCHE

Prof. Dr. M. Hieber UNIVERSITAT
Robert Haller-Dintelmann DARMSTADT
Horst Heck

WS 2007/08 07.01.2008

Analysis | fiir M, LaG/M, Ph
10. Ubung mit Losungshinweisen
Gruppeniibungen

(G 1)

Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Differenzierbarkeit. Bestimmen Sie gegebe-
nenfalls die Ableitung.

(a) Die Funktion f : R — R sei definiert durch f(z) = z?esn2.
(b) Die Funktion g : R — R werde definiert durch

2?sin(x) falls z # 0,
9“*‘{0 falls = = 0.

Ist ¢’ in den Punkten in denen ¢ differenzierbar ist stetig?

LosunaG: (a). Nach der Produktregel und der Kettenregel folgt, dass f differenzierbar ist und
f/(x) = 22eS% + 22 cos(z)es 7 gilt.

(b). Die Differenzierbarkeit fiir x # 0 folgt wieder aus Produkt- bzw. Kettenregel. Fiir = # 0 gilt

auBerdem g¢'(z) = 2zsin(2) — cos(1).

Da
9(0 +h) — g(0)
h

(h—0)
folgt, dass g auch im Punkt z = 0 differenzierbar ist und ¢’(0) = 0 gilt.

= hsin(%) — 0

Die Ableitung ¢’ ist jedoch nicht stetig. Wir wihlen xz,, := ﬁ Dann gilt limz,, = 0 und
1
g (zn) = — sin(27n) — cos(2mn) = —1.
™

Die Ableitung von g kann also nicht stetig sein, da sonst lim,, . ¢'(z,,) = 0 wiire.

(G 2)
Beweisen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes, dass fiir alle z € (0,7/2) gilt

(a) xcosz < 1;
3
(b) tanz > x + 3 Hinweis: Teil (a).

LOSUNG: (a). Wir wenden den Mittelwertsatz auf die Funktion k(¢) = sin¢ im Intervall [0, z] an
und erhalten ein & € (0,z) mit

sinx:sinx—sino — (1)
T z—0

wegen x < 7 ist cos streng monoton fallend auf [0, z]. Also gilt cos{ > cos 2 und somit

rcosx < zrcosé =sinx < 1.



(b). Esseien x € (0, %) und f : (0,2) — R definiert durch f(t) := tan t—t—%. Der Mittelwertsatz
liefert die Existenz einer Zahl £ € (0, ), so dass

f@) _ 1@ =0 _ ey (coif_)2 1

T x—0
Aus (1) folgt, dass £cosé < sin¢ gilt. Daraus ergibt sich, da £ > 0 und cosé > 0, dass
€2 < (tan €)%, Also folgt

F@) 1 1 (cos© - (sn?
T >(cos§)2 L (tang)” = (cos§)? =0

Daher gilt auch f(z) > 0, was die Behauptung liefert.

_ 52.

(G 3)

Die Funktion f sei differenzierbar in [a, b] und fiir alle x € [a, b] gelte

|f (@) + [ ()] # 0.
Beweisen Sie, dass f in [a, b] nur endlich viele Nullstellen hat.

LOsuNG: Es sei Ny die Menge der Nullstellen von f in [a,b]. Wir nehmen an, Ny sei unendlich.
Dann gibt es eine Teilmenge {x,, : n € N} von N; mit paarweise verschiedenen Zahlen x,,. Da das
Intervall [a, b] kompakt ist, hat die Folge (z,) eine konvergente Teilfolge (xy, ), etwa x,, — xg. Da
die x,, paarweise verschieden sind, kann x,, = ¢ fiir hochstens ein k € N gelten. Aus f(z,) =0
und der Stetigkeit von f folgt auch f(xzg) = 0. Da f differenzierbar ist, folgt

k—o00 Tny, — L0

=0.

Das ist aber ein Widerspruch zu |f(x)| + |f'(z)| # 0!

Hausiibungen

(H 1)

Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Differenzierbarkeit und bestimmen Sie gege-
benenfalls die Ableitung.

(a) f:(0,00) = R, f(z) =2,
(b) g : R — R mit

g(z) == { e 2 falls x #0,

0 falls z = 0.

LOSUNG: (a). Es gilt 2% = e*"®. Daher ist f auf (0,00) differenzierbar und es gilt f'(z) =
(14 In(z))e* " = (1 + In(z))x*.

(b). Fiir z # 0 ist g als Verkettung differenzierbarer Funktionen wieder differenzierbar. Wieder-
um nach der Kettenregel folgt

Fiir x = 0 gilt

1

e 1 =0 o1 1 gep2 —¢t Satz4.6
lim ——— = lim —e #2 "= lim Vte ! 7*Z"° 0.
h—0 h, h—0 h t—o00

Damit folgt, dass g in 0 differenzierbar ist und ¢’(0) = 0 gilt.



(H 2)

Zeigen Sie die folgenden Ungleichungen mit Hilfe des Mittelwertsatzes.
(a) |e®sinz — e¥siny| < e |z —y| Vaz,y € [0, g],
() e*(b—a) < e’ —e* <e’(b—a), fiira<b;

x
(c) \/1+x<1+§, fiir z > 0.
LOSUNG: (a). Wir setzen f(x) = e®sinz. Dann gilt f'(z) = e*(cosx + sinz). Da f"(z) =
2e” cosx > 0 fiir alle z € [0, §] gilt, folgt, dass f’ auf diesem Intervall monoton wachsend
ist. Daher gilt f'(z) < f'(5) = eZ. Mit dem Mittelwertsatz folgt nun, dass es zu z,y € [0, Z]
ein £ € (x,y) gibt, so dass

(VB

=e

|e"sinz — eYsiny| | f(x) = fFW)| _ y

gilt. Damit folgt aber die zu zeigende Abschétzung.
(b). Anwendung des Mittelwertsatzes auf die Funktion h(x) = e” liefert ein £ € (a,b) mit

a__ b
(& (& :@E‘

b—a

Mit e® < ef < eb folgt die Ungleichung.

(¢). Wegen des Mittelwertsatzes, angewandt auf die Funktion g(¢) = /1 + ¢ im Intervall (0, x),
gibt es ein £ € (0, z) mit

Vitz—-1 1 1
r—0  2/I+¢& 2

Damit folgt die behauptete Ungleichung.

(H 3)

Sei D C R offen, f: D — R stetig in 2y € D und auf D \ {z} differenzierbar. Zeigen Sie
(mit Hilfe des Mittelwertsatzes), dass f differenzierbar im Punkt xq ist und f’(z¢) = a gilt,
falls lim, .., f'(z) = a gilt.

Gilt auch die Aussage

lim f'(z) existiert nicht = f ist in xy nicht differenzierbar?

T—T0

LOsSuUNG: Sei xy, > xg mit limy, .o z, = xg. Wegen des Mittelwertsatzes gibt es zu jedem z,, ein

&n € (z0, Tp) mit
ey - L) = )

Typ — To

Da 0 < |xg — &l = |xo — @n + 20 — &n| < (@0, — 20) + (& — o) < 2(x, — x0). Daher konvergiert
die Folge (&,) gegen xp und es folgt

Analog gibt es, falls z,, < z¢ und lim z,, = x¢, Zahlen ¢, € (z,,xo) mit lim ¢, = z¢ und

fiey = L) = I (x0)

In — o



Also gilt auch
f(an) — f(z0)

a= lim f/(¢y) = lim 2/~ JAT0)
n—oo n—oo Ty — o
Damit folgt nun insgesamt, dass f in z( differenzierbar ist und f’(zg) = a gilt.

Die Aussage

lim f'(z) existiert nicht = f ist in z( nicht differenzierbar?
T—x0

gilt nicht! Beispiel:

[ 2?sin(d) o2 #£0,
f(”:)_{o :x=0

Nach der Gruppeniibung gilt ist diese Funktion in zy = 0 differenzierbar. Jedoch existiert lim, . f'(z)
nicht.

Mit der Folge x;, aus der Gruppeniibung gilt lim,, .. f/(x,) —1. Setzen wir dagegen vy, =

W, dann gilt lim,, . f'(yn) = 0. Also existiert lim,_, f'(x) nicht.



