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Probeklausur mit Losungshinweisen
Bitte alle Bldtter mit Namen verse- Name:
hen, fortlaufend nummerieren und am Vorname:
Schluss in die einmal gefalteten Aufga-
benblitter legen. Matr.-Nr.:
Alle Ergebnisse sind zu begriinden. Ins- Fachrichtung:
besondere werden Losungswege bewer-
tet.
‘ Aufgabe ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ Gesamt ‘ Note ‘
mogl. Punktzahl 9 16 12 11 48

err. Punktzahl

Aufgabe 1 (9 Punkte)
Zeigen Sie, dass fiir alle n € N mit n > 3 die Ungleichung 4n < 3" — 12 gilt.

LOsuNG: Induktionsanfang (n = 3): Es gilt 4 -3 = 12 < 15 = 33 — 12. (2 Punkte)

Induktionsschluss: Wir nehmen an, dass die Aussage 4n < 3™ — 12 fiir ein n > 3 gilt und zeigen
die Ungleichung fiir n + 1. (2 Punkte)

BEs gilt 4(n+ 1)+ 12 =4n+16 < 3" — 12+ 16 = 3" + 4 < 3" + 23" = 3"*! nach Induktionsvor-
aussetzung und der Bedingung n > 3. Also gilt 4(n + 1) < 3"*1. (3 Punkte fiir Rechnung)

Die Behauptung folgt nun mit vollstdndiger Induktion. (2 Punkte)

Aufgabe 2 (16 Punkte)

Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen jeweils wahr oder falsch sind. Kennzeichnen Sie
eine wahre Aussage mit ,,w“ bzw. eine falsche mit ,,f. Fiir jede richtige Antwort erhalten Sie
einen Punkt. Fiir jede falsche Antwort einen Minuspunkt. Eine nicht beantwortete Aussage
wird mit 0 Punkten bewertet. Das Gesamtergebnis dieser Aufgabe ist mindestens 0 Punkte.
Die Antworten in dieser Aufgabe miissen nicht begriindet werden.

(a) Es seien (ap)nen, (bn)nen Folgen reeller Zahlen.

(

[ (@) nen ist konvergent = (a2),ey ist konvergent

[ (a2)en ist konvergent = (ay)nen ist konvergent
(

[] apn)neny und (b, )nen sind konvergent und b, # 0 fiir alle n € N = (Z—Z)neN
ist konvergent

[] (an)nen ist konvergent, (b, )nen ist beschrankt und (a,by, ),en ist eine Nullfolge
= (ay)nen ist eine Nullfolge



(b) Es sei (a,)nen eine Folge reeller Zahlen.

I:I Zn 1an
[] > | an konvergiert absolut = > >°

[] > | an konvergiert = > | a,, konvergiert

a2 konvergiert = > >° | a,, konvergiert
2 konvergiert

nln

] Yoo | Gy(ny konvergiert fiir jede streng monoton wachsende Funktion ¢ : N —
N = Y  a, konvergiert

(c) Es seien X C Rund Y C R\ {0} beschrénkte Mengen.
[] {§ : v € X,y € Y} ist beschréinkt
[] {1 :2 >0} ist beschrénkt
@E>owey: y>e) = sup{? 1z € X,y €YV} =sup X - (inf V)™
[] (Fe>0VyeY:y>e) = sup{i creX,yeY}=supX - (supY)?
(d) Es seien a,b € R, mit a < bund f : (a,b) — R eine Funktion.
[J3C,a>0Ve,ye(ab): |flz)— f(y)| < Clz—y|* = [ ist stetig
(] fist stetig = 3C > 0V, y € (a,b) = |f(z) = f(y)| < Clz —y|
L] f ist monoton wachsend = f ist stetig

[ Es gibt eine Konstante M > 0 so dass | f(z)| < M fiir alle z € (a,b) = f ist
stetig

Losuna: (a). w, f, f, f
(b). £, w, £, w
(). f,f, w,f

(). w, £, f, f

Aufgabe 3 (12 Punkte)

Untersuchen Sie die folgenden Folgen und Reihen auf Konvergenz.

(a) ap =Vn2+Tn+5—

(b) bn = (nil)zn

[e.9]

1
Z n++1 2"7*" wobei = € R.
nn

n=1

Losunag: (a). Es gilt

Y/
(T TS - n) (R T T 54+ n)
B \/m+n
~ n?+Tn+5—n?
B \/m+n
B ™m+95
\/m+n
74+5/n

N V1+7/n+5/n2+1




(2 Punkte)
Damit folgt, dass (a,) konvergiert und lim,, .~ a, = 7/2 gilt. (2 Punkte)

(b). Wir schreiben

(2 Punkte)
Also konvergiert (by,) und lim,, o b, = e~2. (1 Punkt)

(c). Wir wenden das Wurzelkriterium an. (1 Punkt)

Wir setzen ¢, := %2"&:2". Es gilt

1,./1
7\/L |Cn| = nt 7\L/i 21’2.
n n

(1 Punkt)
Da 2t &/ — 1 (n — oo) folgt, dass die Reihe konvergiert, falls 222 < 1, also |z| < %, gilt.

Ebenso folgt aus dem Wurzelkriterium, dass die Reihe divergiert, falls |x| > % (1 Punkt)

Fiir den Fall |z| = % beobachten wir, dass

M:(H_%)n—w (n — 00).

n’ﬂ
(1 Punkt)
Also gibt es ein ng € N, so dass fiir n > ng gilt
n
(n+1) 51
n’ﬂ
Also gilt
m+1)"1 1 .
—_—— > fiir n > ng

n n n
und somit divergiert die Reihe nach dem Minorantenkriterium. (1 Punkt)

Insgesamt folgt, dass die Reihe genau dann konvergiert, wenn |z| < %

Aufgabe 4 (11 Punkte)

Es sei f : R — R eine monoton wachsende Funktion. Auflerdem seien a,b € R mit a < b
gegeben und es gelte f(a) > a und f(b) < b.

Zeigen Sie: f besitzt mindestens einen Fixpunkt, d.h. es existiert ein z € R mit f(x) = x.
Hinweis: Betrachten Sie z :=sup{y € [a,b] : vy < f(y)}.
LOsuNG: Essei M :={yeR:a<y<b,y< f(y)} Esgilt dann M # 0, da a € M (1 Punkt),

auBerdem ist M beschrankt, da a <y < b fiir alle y € M (1 Punkt). Wir setzen z := sup M. Die
Behauptung folgt nun, indem wir f(z) = z beweisen. (1 Punkt)

1. Annahme z > f(z). (4 Punkte)



Setze € := z — f(z). Nach der Charakterisierung des Supremums existiert ein x € M mit = >
z—e=2z—2z+ f(z) = f(#), da z das Supremum von M ist. Auerdem gilt wegen x € M, dass
x < z. Also folgt mit der Monotonie von f die Ungleichung f(x) < f(2). Also gilt x > f(2) > f(x),
was einen Widerspruch zu x € M liefert.

2. Annahme z < f(z). (4 Punkte)

Dann existiert ein  mit z < x < f(z) und = < f(z) < f(z), da f monoton wachsend ist. Also
gilt € M und z < z, was wiederum einen Widerspruch liefert.

Damit sind beide Annahmen falsch und es folgt somit f(z) = z.
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