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Gruppeniibungen

(G 1)

Untersuchen Sie die folgenden Folgen auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls
den Grenzwert.

1 2" 4 (=3)"
ni=—7=, neN, b, = ————
¢ " (=2)" +3n

\/ﬁ
B (20 =3n)(n® +1)
Cni=Vn+1—+/n, neNy, dn = (n+2)(n? + n%)
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LOSUNG: ay,: Sei € > 0. Dann gibt es ein ng € N mit ng -2 > 1 (vgl. Prinzip des Archimedes).
Also gilt \/ng - € > 1, d.h. insbesondere 1/,/ny < €. Damit ist fiir alle n > ng:

1 1
=—<—=<e¢

1
o =01=| 75 Vi = Ui

Also konvergiert (ap)nen und es ist lim, o a, = 0.

b,: Fir alle geraden n € Ny gilt
n— (_2)n+3n - on 4 3n -

und fiir alle ungeraden n € Ny haben wir

_ 2n+(_1)n3n B on _ gn _

Also ist b, = (—1)™ fiir alle n € Ny und diese Folge ist bekanntermaflen divergent.

cn: Fiir alle n € Ny gilt mit der dritten Binomischen Formel

S ype Wil (et Ve)  ntlon 1
A Vn+1+yn S Vntl+yn Vatl4vn

Da dieser Ausdruch offensichtlich immer positiv ist und /n < y/n+ 1 gilt, erhalten wir
damit fir alle n € Ny

1 1 1
0<c, = < = .
T Vn+l+yn T vty 2yn
Wir haben oben bereits gesehen, dass (1/y/n)nen eine Nullfolge ist. Damit ist auch (1/2 -
1/4y/n)nen eine solche und wir erhalten mit dem Sandwichsatz, angewandt auf die konstante
Folge (0)nen, die Folge (1/(2y/n))nen und die Folge (¢p)nen, dass (¢n)nen, konvergent ist
und lim,, . ¢, = 0 gilt.




d,: Es gilt fiir alle n € Ny nach kiirzen mit n®:

2n5—3n4+2n2—3n 2—*-1-*—%

d = =
Uomd 2t gt 2n? 1424+ L4 2

Zur Bestimmung dieses Grenzwertes verwenden wir die Rechenregeln fiir konvergente Folgen
aus Lemma 1.8. Wir haben oben bereits gezeigt, dass lim, .. 1/n = 0 ist. Also ist mit
Lemma 1.8 b) (angewandt auf die Folge (1/n),eny und die konstante Folge (—3),en) auch
die Folge (—3/n)nen konvergent mit Grenzwert —3 -0 = 0. Genauso argumentiert man, dass
die Folgen (2/1%)nen, (—3/n%)nen, (2/7)nen, (1/n%)peny und (2/13),en allesamt Nullfolgen
sind.

Mit Lemma 1.8 a) gilt dann lim, .oo(2 — 3/n +2/n% —3/n*) =2+ 0+0+0 = 2 und
lim, oo(1 +2/n+1/n?+2/n3) =1+ 040+ 0 = 1. Wenden wir nun noch auf die Folgen
im Zahler und Nenner Lemma 1.8 ¢) an (man beachte, dass die Folge im Nenner nicht gegen
Null konvergiert!), so bekommen wir lim,, .~ d, = 2/1 = 2.

Bemerkung: In dieser Ausfiihrlichkeit macht man sich diese Argumentation natiirlich nur
einmal klar, danach schreibt man sowas folgendermafien auf: Wegen der Rechenregeln fiir
konvergente Folgen gilt:

2-040-0
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lim d, = lim L n = =
1+0+0+40
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(G 2)
Es seien (ay,)nen, und (b, )nen, Folgen in C. Entscheiden Sie fiir die folgenden vier Aussagen

jeweils, ob sie allgemein giiltig sind. Geben Sie jeweils einen Beweis, bzw. ein Gegenbeispiel
an.

(a) Ist (an)nen, konvergent und (b, )nen, divergent, so ist (a, + by, )nen, divergent.
(b) Ist (an)nen, konvergent und (b,)nen, divergent, so ist (ay, - by )nen, divergent.
(c) Ist (an)nen, divergent und (b,)nen, divergent, so ist (a, + b, )nen, divergent.
(d) Ist (an)nen, divergent und (b,)nen, divergent, so ist (ay, - by )nen, divergent.
LOSUNG: (a) Behauptung: (an)nen, konvergent und (b, )nen, divergent = (an, + by )nen, diver-
gent.
Beweis:

Annahme: (a, + bp)nen, ist konvergent.

Da (ap)nen, konvergiert, ist nach Lemma 1.8 b) (angewandt auf diese Folge und die konstante
Folge (—1)nen,) auch die Folge (—ap)nen, konvergent. Das bedeutet aber nach Annahme
und wegen Lemma 1.8 a), dass die Folge (an + by, + (—an))nen, = (bn)nen, konvergent ist,
im Widerspruch zur Voraussetzung. Also muss (ay + by )nen, divergent sein. ([l

(b) Die Aussage ist falsch!

Gegenbeispiel: Wir setzen a, = 1/n und b, = n, n € N. Dann ist (a,)nen bekanntermafien
konvergent und (by,),en divergent, denn diese Folge ist offensichtlich nicht beschrénkt. Wir
erhalten dann als Produktfolge a, - b, = 1/n-n =1 fiir alle n € N, also offensichtlich eine
konvergente Folge.

(c) Die Aussage ist falsch!

Gegenbeispiel: Wir setzen a, = (—1)" und b, = (=1)""! fiir jedes n € Np. Dann ist die
Folge (an)nen, bekanntermafien divergent und fiir (by,)nen, erhéilt man Divergenz in gleicher
Weise wie fir (an)nen,. Aber es ist

tn + by = (=1)" + (=1) - (=1)" = (=1)" — (=1)" = 0

fiir alle n € N, also ist die Summenfolge (a,, + by )nen, konvergent.



(d) Die Aussage ist falsch!

Gegenbeispiel: Wir setzen dieses Mal a,, = b,, = (—1)" fiir alle n € Ny. Dann sind die Folgen
(an)nen, und (by)nen, divergent, aber es ist a, - b, = (=1)" - (=1)" = (—1)?" = 1 fiir alle
n € Ny, also ist die Produktfolge (a, - bp)nen, konvergent.

(G 3)
(a) Begriinden Sie fiir die folgenden Funktionen, ob diese jeweils injektiv, surjektiv und/oder
bijektiv sind:
f:Z—7, z+— 3z, g:R—[0,00), o+ |z —1], h:C—C, x> 3.

(b) Es seien X, Y und Z Mengen und f: X — Y, sowie ¢ : Y — Z Abbildungen. Dann
ist die Verkettung von f und ¢ definiert durch go f : X — Z mit go f(x) := g(f(z)),
reX.

Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
(i) Sind f und g injektiv, so ist auch g o f injektiv.
(ii) Ist g o f injektiv und f surjektiv, so ist ¢ injektiv.
LosunaG: (a) Die Funktion f ist injektiv: Seien z1, z9 € Z mit z; # z2 gegeben. Nehmen wir nun

an, dass f(z1) = f(z2) ist, so haben wir 321 = 323, d.h. 23 = z9. Also muss f(z1) # f(z2)
gelten und wir haben die Injektivitat von f bewiesen.

f ist nicht surjektiv, denn es gilt 2 € Z, aber es gibt kein z € Z, so dass 2 = f(z) = 3z ist.

Damit ist f insbesondere nicht bijektiv.

Die Funktion g ist nicht injektiv, denn es ist 0 # 2, aber g(0) = [0 —1| =1 =2 - 1| = g(2).

Die Funktion g ist surjektiv: Sei y € [0,00) gegeben. Wir miissen zeigen, dass es ein = € R

gibt, so dass g(z) = y ist. Tatséchlich erhélt man sofort fir x =y + 1 wegen y +1 >y > 0:
g(@) =gly+1) =ly+1-1 =yl =y

Trotzdem ist g nicht bijektiv, da g nicht injektiv ist.

Die Funktion h ist injektiv: Seien x,y € C mit z # y gegeben. Nehmen wir an, dass h(z) =
h(y) gilt, so bekommen wir wie oben 3z = 3y, also x = y. Da das aber ausgeschlossen war,
muss h(z) # h(y) gelten. Also ist h injektiv.

AuBerdem ist h auch surjektiv: Sei y € C. Dann gilt auch x := y/3 € C und h(x) = 3z =
3-y/3 =y. Also haben wir fiir jedes y € C ein x € C gefunden mit h(z) = y. Das ist gerade
die Surjektivitat.

Zusammengenommen ist also h bijektiv, da h injektiv und surjektiv ist.
(b) (i) Behauptung: f, g injektiv = g o f injektiv.

Bewelis: Seien x1,z2 € X mit x1 # x2 gegeben. Dann gilt wegen der Injektivitidt von
f auch f(z1) # f(z2). Nun ist auch noch g injektiv, also haben wir auch g(f(x1)) #
g(f(z2)), was gerade g o f(x1) # go f(x2) bedeutet. Also ist g o f injektiv. O

(ii) Behauptung: g o f injektiv, f surjektiv = g injektiv.
Beweis: Seien y1,y2 € Y mit y; # yo gegeben. Dann gibt es wegen der Surjektivitét
von f zwei Elemente x1,x2 € X mit f(z1) = y; und f(z2) = y2. Aulerdem muss dabei
gelten, dass x1 # x ist, denn wire z1 = 9, so wire auch y; = f(z1) = f(x2) = yo.
Nun bringen wir die Injektivitidt von g o f ins Spiel. Diese impliziert, dass g o f(z1) #
g o f(x2) gelten muss, was aber nichts anderes bedeutet als

9(n) = g(f(z1)) = go f(z1) # go fz2) = g(f(22)) = 9(y2).
Also ist g(y1) # g(y2) und wir sind fertig. O



Hausiibungen

(H 1)

Untersuchen Sie die folgenden Folgen auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls
den Grenzwert.

0, falls n € Ny gerade, 6n® +9n® —n* — T3 +n? -5
Qp = b, == , neN,

-, falls n € Ny ungerade, 2n6 +n* +3n2 -5

n € N.

Cp = (—1)”\/n+1(\/n—l— —\/ﬁ), n € Ny, d, ::n

H>
LOSUNG: ay: Sei ¢ > 0. Dann existiert nach dem Prinzip von Archimedes ein ng € N mit
no - e > 1, d.h. es gilt n(% - > 1, bzw. 1/n(2) < e. Fiir alle geraden n > ng gilt nun
la, — 0| =10—-0/=0<¢
und fiir alle ungeraden n > ng haben wir

1

0= |5|=5 <5 <e
|an ‘ ng €

Zusammengenommen gilt also |a, — 0| < ¢ fiir alle n > ng, also ist (ap)nen, konvergent mit
lim,, . a, = 0.

b,: Nach Kiirzen des Bruchs mit n®, erhdlt man mit Hilfe der Rechenregeln fiir konvergente

Folgen
lim b, = lim 6+%_#_”13+”714_%—6+0_0_0+0_0_§_3
n—oco ' n—oo 2+ L+ 35— 5 2404040 2 7

cn: Wie bei der Behandlung von ¢, in (G1), erhélt man fiir alle n € Ny

(1) 1 _ 1\m vn+1
cn = (—1)"v +1—\/ﬁ+\/m_( 1) N

Wir wollen zeigen, dass die Folge (¢p)nen, divergiert. Dazu beobachten wir zunéchst, dass

fiir alle n € N gilt:
vn+1 vn+1 1

> = —.
Vit+vn+1l T Vn+1+yvn+1 2

Nehmen wir nun an, dass die Folge konvergiert, so gilt fiir ¢ := lim,, . ¢, entweder ¢ = 0,
¢ > 0 oder ¢ < 0.

¢ = 0 kann schon mal gar nicht sein, denn fiir alle n € N gilt nach obiger Beobachtung:

vn+1 _ vn—+1 >1
vn+vn+1| yn+vnt+1 2

also wird der Ausdruck insbesondere nie kleiner als z.B. 1/4.

e =0 = |(-1)"

Auch ¢ > 0 kann nicht sein, denn fiir alle ungeraden n € N gilt dann

vn+1 ‘ vn+1

ep—cl=|-——— =V~ 4e>c+1/2>
[en =] ‘ Vn+vn+1 /

| =

—C
Vi+yvn+1

Es kann also kein ng € N geben, so dass dieser Ausdruck fiir alle n > ng kleiner als 1/4 wird,
denn es gibt beliebig grofle ungerade Zahlen.



Nimmt man schlie8lich ¢ < 0 an, so erhélt man genauso fiir alle geraden n € N

| | vn+1
Cp—Cl = ——F7——
" v+ yvn+1

was wieder zu einem Widerspruch fiihrt.

c>-—c2>

1 1
2 2’

Also muss die Folge divergent sein.
dyn: Fiir alle n € N gilt

n n n n n—1 n—2

> — .

n
dy = — = . =n.
n

NN

n
2

=13

n—1 n—2 " n n—-1 n—2

1
Nehmen wir nun an die Folge (d,),en wire beschrinkt, d.h. es giibe ein M € R, so dass
|d,,| < M fiir alle n € N gilt, so erhalten wir

M >|d,|=d,>n

fir alle n € N, im Widerspruch zur Unbeschrinktheit von N. Also kann (d,)nen nicht
beschrankt und damit auch nicht konvergent sein.

(H 2)

(a) Es seien (an)nen, und (byp)nen, konvergente Folgen in C mit a := lim,_ a, und
b = lim, . b, # 0. Zeigen Sie, dass es ein ng € N gibt, so dass b, # 0 fiir alle
n > ny gilt. Beweisen Sie weiterhin, dass die damit sinnvoll definierte Folge (¢)n>n,
mit ¢, := a,/b,, n > ng, ebenfalls konvergiert und dass lim,, .., ¢, = a/b gilt.

(b) Laut Vorlesung gilt

1 n
lim (1—}——) =e> 2.
n—oo n
Erkléaren Sie was an der folgenden Argumentation falsch ist und begriinden Sie warum
man so auf ein falsches Ergebnis kommt:

Es ist lim,, ., 1/n = 0, also gilt lim,, .o, 1 +1/n = 1 und damit schlieBlich

1 n
lim (1+—) = lim 1" = lim 1 = 1.
n

n—oo n—oo n—oo

LOsuNnG: (a) Behauptung: Ist b # 0, so gibt es ein ng € N mit b, # 0 fiir alle n > ny.

Beweis: Da b # 0 gilt, haben wir || > 0 und damit auch |b|/2 > 0. Nun konvergiert (b,)nen,
gegen b, also gibt es ein ng € N mit 0 < |b — b,| < |b]/2 fiir alle n > ng. Wegen der
Dreiecksungleichung gilt |b| = |b — by, + by| < |b — by| + |bn| und damit |b,| > |b] — |b — by | >
|b| — |b]/2 = |b|/2 > 0 fiir alle n > ng. Also gilt fiir all diese n insbesondere b,, # 0.

Behauptung: (c)n>n, konvergiert und lim,, o ¢, = a/b.

Beweis: Wir zeigen nur, dass die Folge (1/by,)n>n, konvergiert mit lim,_,o 1/b, = 1/b, denn
dann folgt die Aussage aus der Rechenregel fiir Produkte von konvergenten Folgen angewandt
auf (an)n>n, und (1/bp)n>n,-

Zur Behandlung der Folge (1/by,)n>n, beobachten wir zunéchst, dass wir in obigem Beweis
sogar |b,| > |b|/2 fiir alle n > ng gezeigt haben, also gilt fiir all diese n auch 1/|b,| < 2/[b|
(man beachte, dass [b] > 0 ist!).

Sei nun ¢ > 0 gegeben. Dann gilt auch ¢ - |b|2/2 > 0, also existiert dank der Konvergenz von
(bn)nen, €in n1 € N mit
elbl?

\bn—b|<7



fiir alle n > ny. Setzen wir ng := max{ng,n1}, so gilt damit fiir alle n > ny

1 1 b—b, 1 1 2
—— = = by — bl——— < |bp — bl—5 ,
1] = [ = e =t <o bl <
woraus lim,, . 1/b, = 1/b und damit die Behauptung folgt. O

Das falsche Gleichheitszeichen ist das erste in der abgesetzten Formel, also lim, (1 +
1/n)"™ = lim,,—. 1". Lax gesprochen, werden hier einige n zu schnelleren erklirt als andere,
indem zuerst das n in der Klammer nach unendlich gejagt wird, wihrend das im Expo-
nenten ,,noch warten muss“ und erst danach hinterherlaufen darf. Das ist ein ganz und gar
unzuldssiges Vorgehen. Warum? Was passiert im gesamten Ausdruck, wenn das n grofl wird?
Der Inhalt der Klammer geht gegen 1, das n in der Klammer macht den Gesamtausdruck also
immer Kkleiner, je grofler es wird. In Opposition dazu arbeitet das n im Exponenten. Dieses
macht den Gesamtausdruck immer gréfler, wenn es selbst wéchst, da der Ausdruck in der
Klammer immer grofer als 1 ist. Der resultierende Grenzwert e ergibt sich als ,, Kompromiss*®
zwischen diesen gegenldufigen Tendenzen. Lésst man nun ein n zuerst laufen und jagt das
andere hinterher, zerstort man diesen ,, Wettbewerb“ zugunsten eines der Beteiligten.

Etwas mathematisch-formalistischer kann man das so ausdriicken: Im gegebenen ,,Beweis®
wird nicht lim, (1 4 1/n)™ bestimmt sondern der Ausdruck

1 n
Iim lim <1 + > .
n—00 k—00 k

Dieser ist mit der gegebenen Begriindung tatséichlich 1, denn nun darf das eine n (das jetzt k
heifit) ganz offiziell zuerst nach unendlich gehen. Dieser doppelte Grenzwert war aber nicht
zu bestimmen und ist eben, wie man hier sieht, verschieden von dem untersuchten. Gleiches
gilt iiberigens fiir den Grenzwert

1 n
lim lim <1 + > ,
k—o00 n—00 k

bei dem zunéchst das k festgehalten wird und das n zuerst nach unendlich geht. Dieser
existiert gleich gar nicht, denn fiir jedes ¥ € N ist 1 4+ 1/k > 1, also ist schon die Folge
((14+1/k)™)nen, unbeschrénkt und damit nicht konvergent.

Fazit: Immer daran denken: Alle n sind gleichberechtigt!

(H 3) (Arithmetisches und Geometrisches Mittel)

Es seien zwei Zahlen ag, by € R mit 0 < ag < by gegeben. Damit definieren wir rekursiv die
beiden Folgen (ay,)nen, und (by,)nen, durch

a, + b,

Qpi1 =\ apbp, n € Ny und b, := 5

777/GN0.

Zeigen Sie:

(a)
(b)
()
(d)

0<a, <b, fir alle n € N.
(@n)nen, ist monoton wachsend und (b,,),en, ist monoton fallend.
Beide Folgen sind konvergent.

Es gilt lim,, o a, = lim,, . b,.

LosunaG: (a) Behauptung: 0 < a,, < b, fiir alle n € Ny

Beweis: Wir machen eine Induktion nach n. Der Induktionsanfang fiir n = 0 ist durch
die Voraussetzung 0 < ag < by abgedeckt, so dass wir uns dem Induktionsschritt zuwenden



konnen. Wir setzen also als Induktionsvoraussetzung voraus, dass 0 < a,, < b, fiir ein n € Ny
gilt. Dann gilt nach Induktionsvoraussetzung schon einmal

an + by >0+O:

0.
2 -2

Ap+1 =

Weiter kénnen wir wegen b,, > a, > 0 aus b, und a,, jeweils die Wurzel ziechen und es gilt
natiirlich (\/a, — v/bn)? > 0. Damit gilt

an — 2¢/an\V/ by +bp > 0= an + by > 2\/ap /by = bpy1 = an—2|—bn > Van by = ant1

wie gewiinscht. O

Behauptung: (an)nen, ist monoton wachsend.

Beweis: Fiir alle n € Ny gilt wegen (a)

n+1 = V anby > \/m = Qn.

]
Behauptung: (by,)nen, ist monoton fallend.
Beweis: Fiir alle n € Ny gilt wegen (a)
an +b b, +b
anrl: n2 ng n2 n:bn
]

Behauptung: Die Folgen (a,)nen, und (by)nen, sind konvergent.

Beweis: Nehmen wir die Erkenntnisse aus (a) und (b) zusammen, so haben wir fiir jedes
n €N
Oéanébngbn—lg'”éblgbo-

Also sind beide Folgen durch by beschrénkt. Da sie auflerdem nach (b) jeweils monoton sind,
konvergieren beide nach Satz 1.13. O
Behauptung: Es ist limy, o ap = limy, o by,

Beweis: Wir setzen a := lim,, o a, und b := lim,_, b,. Dann gilt auch lim, .o, b,41 = 0
und wir erhalten

. . ap+b, lim,a,+lim, .00b, a-+b
b= lim by41 = lim = =
n—oo

n—oo o 2 2 7’

woraus b/2 = a/2 und so schlielich a = b folgt. O



