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14. Tutorium mit Losungshinweisen

Wir wollen uns in diesem Tutorium mit den Begriffen ,abzédhlbar“ und ,iiberabzidhlbar*
beschéftigen. Zur Erinnerung: Eine Menge M heifit abzdihlbar, wenn es eine Folge (ay)nen
in X gibt, die surjektiv ist, d.h. es gilt X = {ay,as,as,...}. Sie ist dberabzihlbar, wenn sie
nicht abzéhlbar ist.

(T 1)

Es sei A eine abzihlbare Menge und B C A nicht leer. Zeigen Sie, dass dann auch B
abzéhlbar ist.

LOsuNG: Da A abzihlbar ist, gibt es eine Folge in A, so dass A = {a1, as, as, ...} gilt. Wir withlen
nun ein beliebiges b € B fest aus (B ist nicht leer!). Damit definieren wir eine Folge

by =

b, falls a, ¢ B,
{’ lsa, @B,y

an, fallsa, € B,

Sei nun x € B. Dann gilt nach Voraussetzung x € A, also gibt es ein m € N, fiir das z = a,, ist. Da
damit a,, € B ist, haben wir b,, = a,, = x (so war (b, )nen definiert), also ist x € {b1,ba,bs, ... }.
Damit haben wir B C {b1, b, b3, . .. } gezeigt. Da aber auch offensichtlich B O {b;, by, b3, ...} gilt,
ist damit B = {bl, bQ, bg, ‘e }

(T 2)
Nun wollen wir zeigen, dass Q abzéahlbar ist. Bearbeiten Sie dazu die folgenden Schritte:

(a) Begriinden Sie warum es ausreicht, zu zeigen, dass die Menge aller positiven rationalen
Zahlen abzahlbar ist.

(b) Finden Sie eine Methode, wie man alle Briiche p/q mit p, ¢ € N in einem quadratischen
Raster: e e e ... anordnen kann.
e o o

(c) Beweisen Sie die Abzdhlbarkeit von Q

LosunaG: (a) Wir gehen davon aus, dass wir bereits gezeigt haben, dass die Menge Q4 aller
positiven rationalen Zahlen abzdhlbar ist, d.h. wir finden eine Folge (ay,)nen, fir die Q4 =
{a1,as,as, ...} gilt. Mit Hilfe dieser Folgen setzen wir by = 0, ba,, = an, bapt1 = —an, n € N.
Dann ist Q = {b1, b2, b3, ...} und wir haben die Abzé&hlbarkeit von ganz Q erreicht.
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(c) Durchnummerieren in Pfeilrichtung liefert {x € Q : = > 0} = {a1,a2,as,...}. Setzt man
nun by =0, bay = ay, bopt1 = —an, n € N, so gilt Q = {bl,bg,bg, - }

Nachfolgend présentieren wir einen Beweis der Aussage:
Die Menge X aller Folgen mit Werten in {0, 1} ist iiberabzéhlbar.

Beweis: Wir nehmen an X wire abzihlbar unendlich, d.h. X = {f, fo, f3,...}, wobei
fj = (Cle, Qj2, Aj3, . . ) und Ak S {O, 1} fir alle j, k € N.

Wir definieren nun eine Folge in {0, 1} wie folgt:

1, falls aj; =0,
a; = o
0, falls Qj; = 1

fir jedes j € N. Dann ist (a;)jey in X, also gibt es nach Annahme ein my € N, so dass
(a;)jen = fm, gilt. Das heit aber, dass @, = amgm, ist, ein Widerspruch, denn wir haben
die Folge (a;);en gerade so konstruiert, dass dies nicht gilt. 0

Bemerkung: Das hier verwendete Beweisverfahren heif3t Cantorsches Diagonalverfahren.

(T 3)

Verwenden Sie das Cantorsche Diagonalverfahren, um zu zeigen, dass das Intervall [0, 1)
(und damit auch ganz R) tiberabzéhlbar ist.

LOsuNG: Wir nehmen an, es gelte [0,1) = {a, : n € N} fiir eine reelle Folge (ay)nen. Dann
kénnen wir jedes a,, in seiner Dezimaldarstellung schreiben. Demnach ist fiir jedes n € N

an =0, zln) zén) zén) ... it zk e {0,1,...,9} fiir alle kK € N.
Wir definieren nun eine Folge (zx)gen durch
1, falls 2" € {0,2,3,4,...,9},
k= (k) _
0, falls 2,7 =1

und setzen a := Y oo, 2;/10%. Dann ist a € [0, 1), denn es gilt sogar
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Nach unserer Annahme muss nun also ein Folgenglied a; mit @ = a; und damit ein Index k € N

existieren, so dass z](-k) = z; fiir alle j € N gilt. Dann ist aber insbesondere z,gk) = z;, und das ist

ein Widerspruch zu unserer Wahl von z. O



