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13. Tutorium mit Losungshinweisen
(T 1)

Es sei M C R und (f,)nen eine Folge reellwertiger, gleichméafig stetiger Funktionen, die
auf M gleichméBig gegen f : M — R konvergiert. Zeigen Sie, dass f gleichméf8ig stetig ist.

LOsuNG: Es sei € > 0. Da f,, gleichméflig stetig ist, existiert zu jedem n € N ein d,, > 0 mit

[fn(z) = fu(y)] <

Wl m

fiir alle z,y € M mit |x — y| < d,.

Wegen der gleichméfiigen Konvergenz existiert aufferdem ein ng € N, so dass

(@) = f(2)] <

Wl ™

fiir alle n > ng.

Fiir jedes n > ng gilt also mit der Wahl § = 4y,

[f (@) = fW)l = [f(2) = ful@) + fu(@) = fa(y) + fuly) = F(V)]
< [f(2) = fu(@)| + | ful2) = fu(W)] + [fuy) — £ ()]

<e¢
fiir alle z,y € M mit |x —y| <.
Damit folgt, dass f gleichméfig stetig ist.

(T 2)
Beweisen Sie den Satz von Dini:

Es sei (fn)nen eine Folge reellwertiger, stetiger Funktionen, die auf der kompakten Menge
K C R punktweise und monoton gegen eine stetige Grenzfunktion f : K — R konvergiert.
Dann konvergiert (f,,)nen sogar gleichméBig auf K gegen f.

Losunag: O.B.d.A sei f,, monoton wachsend, d.h. f,(x) ist monoton wachsend fiir jedes z € K.
Weiter sei € > 0. Zu xy € K existiert nach Voraussetzung ein ng(zp) € N mit

[fn(z0) — flzo)| < e

fiir alle n > ng(zp).
Da f und f, stetig sind, ist auch g : K — R, g(z) := |fn(z) — f(x)| eine stetige Funktion. Damit
folgt, dass es eine Umgebung U (xg) von z( gibt, so dass

[fulz) — fl2)] <e



fiir alle x € U(xg) N K gilt. Wegen der Monotonie der Folge f,(z) gilt sogar

[fu(z) — f(z)] <e

fiir alle n > ng(xg) und alle x € U(zp) N K. Das Mengensystem {U(x¢) : g € K} ist eine
offene Uberdeckung von K. Da K kompakt ist, geniigen endlich viele der Umgebungen, um K zu
iiberdecken. Das heift, es existieren z1,...,zy, € K mit K C [, U(z;).
Wir setzen Ny := max{ng(z;):i=1,...,m}. Zu jedem x € K gibt es ein i € {1,...,m}, so dass
x € U(x;). Damit gilt

[fulz) = f(z)] <e
fir alle n > Nj.

Dies heifit aber nichts anderes, als dass zu jedem ¢ > 0 ein Ny € N existiert mit |f,(z) — f(z)| < e
fir alle n > Ng und z € K. Damit konvergiert f, gleichméfig gegen f.



