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11. Tutorium mit Lösungshinweisen

(T 1)

Eine Funktion f : R → R heißt gerade (bzw. ungerade), falls f(x) = f(−x) (bzw. f(x) =
−f(−x)) für alle x ∈ R gilt. Zeigen Sie:

(a) Ist f differenzierbar und gerade, so ist f ′ ungerade.

(b) Ist f differenzierbar und ungerade, so ist f ′ gerade.

Lösung: (a). Es sei f differenzierbar und gerade. Wir setzen g(x) := f(−x). Da f gerade ist
gilt daher g(x) = f(x) also auch g′(x) = f ′(x). Andererseits folgt nach der Kettenregel
g′(x) = −f ′(−x). Also ist f ′(x) = g′(x) = −f ′(−x) und damit ist f ′ ungerade.

(b). Analog setzen wir g(x) := f(−x). Dann gilt g(x) = −f(x) und daher −f ′(x) = g′(x) =
−f ′(−x), also f ′(x) = f ′(−x), was die Behauptung liefert.

(T 2)

(a) Die Funktion f : R → R erfülle |f(x)| ≤ x2 für alle x ∈ R. Beweisen Sie, dass die
Funktion f im Punkt x = 0 differenzierbar ist und bestimmen Sie f ′(0).

(b) Geben Sie eine Funktion f : R → R an, die im Punkt x = 0 differenzierbar und in
jedem anderen Punkt unstetig ist.

Lösung: (a). Aus |f(x)| ≤ x2 für alle x ∈ R folgt sofort |f(0)| ≤ 0 also f(0) = 0. Damit folgt
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≤ |x| → 0 (x → 0).

Die Funktion f ist daher im Punkt x0 = 0 differenzierbar und es gilt f ′(0) = 0.

(b). Als Beispiel verwenden wir eine Abwandlung der Dirichletschen Sprungfunktion. Wir setzen

f(x) :=

{

x2, falls x ∈ Q,

0, falls x 6∈ Q.

Die Funktion f ist nach Aufgabenteil (a) differenzierbar in 0. Die Unstetigkeit von f in
jedem Punkt x 6= 0 folgt analog zu Aufgabe (G2) auf Übungsblatt 6.

(T 3)

Sei f : [a, b] → R mit f(a) = f(b) = 0 stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a, b).
Beweisen Sie, dass es eine Zahl ξ ∈ (a, b) mit f ′(ξ) = f(ξ) gibt.

Hinweis: Betrachten Sie die Funktion x 7→ f(x)e−x

Lösung: Es sei g(x) = f(x)e−x. Dann ist g auf [a, b] stetig und differenzierbar auf (a, b). Außer-
dem ist nach Voraussetzung g(a) = f(a)e−a = 0 = f(b)e−b = g(b). Nach dem Satz von Rolle gibt
es eine Zahl ξ ∈ (a, b) mit g′(ξ) = 0, d.h. nach Produnktregel f ′(ξ)e−ξ −f(ξ)e−ξ = 0. Daraus folgt
f ′(ξ) = f(ξ).


