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(T1)

Entscheiden Sie, ob die folgenden Grenzwerte existieren und bestimmen Sie sie gegebenen-
falls.
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LOSUNG: (a) Wir verwenden e?* = e%e” und erhalten so
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mit Hilfe von Theorem I11.4.6 (d). Also ist
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(b) Es gilt 2% logz = logz - 1987, Sei (1,,)nen eine Folge in (0, 00), die gegen Null konvergiert.
Wir wollen nun zeigen, dass dann (log 2, )nen fiir n — oo bestimmt gegen —oo divergiert.
Dazu nehmen wir an, dies gelte nicht. Dann gibt es ein a € R, so dass fiir jedes Ny € N ein
m > Ny existiert mit log x,, > a. Sei nun Ny € N so gewahlt, dass x,, < €% fiir alle m > Ny
gilt. Sei weiter mg > Ny so groB, dass log x,,, > a ist. Dann haben wir wegen

T = €'987m0 > e

einen Widerspruch. Also gilt log x,, — —oc fiir n — oo.
Setzen wir nun ¥, := log z,,, so erhalten wir 2% log x,, = log x,, - e*1°8%n = ¢, . ¢®n und mit

z = —ay ist schliellich

. . . z 1
lim y,-e*" = lim y-e* = lim — - — =0,
n—00 Yy——00 7500 —qv €%

dank Theorem II1.4.6 (d).

Also gilt z&logx,, — 0 fiir n — oo und da die Folge (zy,)nen eine beliebige Nullfolge war,
haben wir
lim z%logx = 0.

(T 2)

Es seien XY zwei nicht-leere Teilmengen von R. Eine Abbildung f : X — Y heifit topolo-
gisch oder Homéomorphismus, wenn f bijektiv ist und f und f~! beide stetig sind.

Zeigen Sie, dass aus X kompakt und f : X — Y bijektiv und stetig schon folgt, dass f
topologisch ist.



LOsuNG: Behauptung: Ist X kompakt und f bijektiv und stetig, so ist f topologisch.

Beweis: Zum Nachweis, dass f topologisch ist, fehlt uns nur noch die Stetigkeit der Umkehrfunk-
tion f~!. Wir gehen iiber die Definition der Stetigkeit vor. Sei also y € Y beliebig und (¥, )nen
eine Folge in Y, die gegen y konvergiert. Da f bijektiv ist, gibt es nun fiir jedes n € N ein ein-
deutiges Element z,, € X mit f(z,) = y,. Dank der Kompaktheit von X muss die Folge (2, )nen
beschriankt sein und nach dem Satz von Bolzano-Weierstral mindestens einen Haufungspunkt
haben. Tatséchlich hat sie sogar genau einen Haufungspunkt. Um das einzusehen, nehmen wir
an, sie hitte zwei verschiedene Haufungspunkte w; und ws. Dann gibt es eine Teilfolge (xn,f)) kEN

von (Zp)nen, die gegen w; konvergiert und eine Teilfolge (a:n@))ng von (Zp)nen, die gegen wy
k

konvergiert. Dank der Abgeschlossenheit von X gilt dann wy,ws € X und die Stetigkeit von f
liefert uns

flw) = f(lm z,m) = lim flz,m) = liny,o = lin g =y = linye
= lim f(z,)=f(lim 2 )= f(w).

Nun ist aber f injektiv, also muss w; = ws gelten.

Wir haben gezeigt, dass die Folge (x,)nen beschrinkt ist und genau einen Haufungspunkt hat.
Nach Aufgabe H2 b) von Ubungsblatt 4 ist diese Folge damit konvergent. Nennen wir ihren
Grenzwert x, so gilt wegen der Kompaktheit von X wieder z € X und die obige Rechnung zeigt,
dass f(z) = y ist, denn es muss ja w; = we = = gelten. Damit haben wir

lim f(y,) = lim z, =z = f(y).
n—oo n—oo
Also ist f~! stetig und wir sind fertig.

(T 3)

Es sei n € N. Eine Matrix M € R™" heifit orthogonal, wenn MT = M~! gilt, wobei MT
die transponierte Matrix von M bezeichnet.

Zeigen Sie, dass die Menge O(n) der orthogonalen n x n-Matrizen eine kompakte Teilmenge
von R" ist. (Hierbei identifizieren wir eine n x n-Matrix M = (@jk)} k=1 mit dem Vektor
((111,- <oy Q1p, A215 -« -, A2ns -+ - Ay - - 7ann) € Rn?)

Hinweis: Betrachten Sie fiir alle 1 < 57 <n und 1 < k < n die Abbildung f : R — R,
die durch

n

[i(M) = Z o

(=1
fiir M = (a;)7—; € R" gegeben ist.
LOsuNnG: Wir zeigen, dass O(n) eine abgeschlossene und beschrénkte Teilmenge des R" ist, dann

folgt die Behauptung aus dem Satz von Heine-Borel. Dazu beobachten wir zunéchst, dass eine
n x n-Matrix M genau dann in O(n) liegt, wenn M7 M = I gilt.

Nun definieren wir fiir alle 1 < j < n and 1 < k < n die Abbildung fj : R" — R aus dem
Hinweis durch

n
Fir(M) =" agjam
(=1
fiir M = (a;x)} )1 € R™. Dann ist

(fip(M))7 ) = MTM,



also ist M € O(n), genau dann wenn fj;(M) = 1 ist, wann immer j = k ist und f;5(M) = 0 im
Falle j # k gilt. Weiter ist zu bemerken, dass fj;, fiir jede Wahl von j und £ offensichtlich eine
stetige Abbildung ist. Da {0} und {1} abgeschlossene Teilmengen von R sind und die Funktionen
fji stetig sind, konnen wir aus Theorem II1.2.17 und Satz I11.2.6 folgern, dass

n

=/ {0 ) fldoy

=1 1<j, k<n, j#k

abgeschlossen in R™ ist

Es bleibt also zu zeigen, dass O(n) in R beschrénkt ist. Sei dazu M = (ajk)} k=1 € O(n). Dann ist

der Euklidische Abstand zwischen dem Punkt (ai1,...,010,021, -+, 020, -« Aply- -« Ann) € R™
und dem Punkt (0,...,0) € R" gegeben durch

Za fll ) +fnn(M):\/ﬁ

7,k=1

Also ist O(n) beschrénkt und der Beweis beendet.



