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(T1)

Zeigen Sie anhand der Wurzelfunktion f : [0,00) — R, f(x) = \/x, dass nicht jede stetige
Funktion auch Lipschitzstetig ist.

LOsuNG: Wir nehmen an, dass die Wurzelfunktion Lipschitzstetig ist. Dann gibt es eine Konstante
L > 0, so dass

[f(@) = f(y)| < Llz —y|

fiir alle z,y € [0, 00) gilt.

Als Gegenbeispiel wéhlen wir y = 0 und z, = . Dann gilt |f(z,) — f(y)| = L < LL. Also

n

folgt n < L fiir alle n € N, was einen Widerspruch liefert. Also ist die Wurzelfunktion nicht
Lipschitzstetig.

(T 2)

Bestimmen Sie den Rand, das Innere, den Abschluss und die Haufungspunkte der folgenden
Mengen.

(a) QN[0,1]

U ()

LOSUNG: (a) Nach Aufgabe (G 2) auf Ubungsblatt 6 gibt es zu zwei rationalen Zahlen p,q € Q
eine irrationale Zahl z, die zwischen p und ¢ liegt. Ebenso gibt es zu zwei irrationalen Zahlen
eine rationale Zahl, die dazwischen liegt.

Randpunkte: Mit obiger Bemerkung folgt, dass der Rand von A := Q N [0,1] die Menge
[0, 1] enthilt. Ist = ¢ [0,1], so gibt es eine Umgebung U, um z mit U, N [0,1] = @ ([0, 1] ist
abgeschlossen). Also ist = kein Randpunkt von A. Also 04 = [0, 1].

Inneres: Zu x € A gibt es in jeder Umgebung von z Punkte in A¢. Damit ist das Innere von
A leer. Andere Moglichkeit A° = A\ 0A = ().

Héufungspunkte: Die Menge der Haufungspunkte ist gegeben durch das Intervall [0, 1].

Beweis: Es sei € [0,1] und U eine Umgebung von x. Dann gibt es ein ¢y > 0 so dass
(r — eg,x + g9) C U. Wir wihlen ein zyp € A mit x # z(. Dies existiert nach Ubung 6.
Sukzessive wihlen wir nun z,, € A, so dass, falls z,,_1 bereits gewéhlt ist,

Ty € (x — |xp—1 — x|,z + |xp_1 —2x[) N A

mit x, # . Dies existiert wiederum nach Ubung 6. Somit existieren unendlich viele Punkte
inUnNA.
Zu x ¢ [0,1] gibt es eine Umgebung U,, so dass U, N[0, 1] = . Also ist x kein Haufungspunkt.

Abschluss: Es gilt A =[0,1], da A = {z € R: 2 € A oder z ist Hiufungspunkt} = AU [0, 1].
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Randpunkte: Es gilt M = {0} U {2 : n € N} = 9A.

Beweis: Es seien z € M und eine Umgebung U, von x gegeben Ist £ = 0 so enthélt U, ein
Intervall der Form (—21, L) fiir ein m € N. Daher ist (-1, 1) C U, und es gibt Punkte

y € ANU,. Damit ist 0 ein Randpunkt von A.

m+1>m

Ist x = % fiir ein n € N und U, eine Umgebung von z, dann gibt es ein m € N, so dass
(x— 2L, 2+ 1) CU. Ferner gilt

1 1 - 1
n 2n(n+1) " n+1
Also gilt fiir
1 1
g i =— — —
n  max{m+1,2n(n + 1)}
dass xg € (n+1’ n) und zg € U, also xg € AN U,. Weiter gilt, dass x € U, aber z & A.

Damit folgt, dass zg ein Randpunkt von A ist.

Es gibt keine weiteren Randpunkte: Ist © ¢ M, dann gilt
Falls £ < 0,s0ist (z 4+ 5,2 — ) NA=10.

Falls z > 1, soist (3Z,2+1)NA=0.

Falls z € [0,1] und = ¢ M, so gibt es ein n € N mit x € (
Umgebung von z, die das Komplement von A nicht trifft.

Also ist x mit € M kein Randpunkt.
Inneres: Da AN OA = (), ist das Innere von A gleich A.

1 1 CUR 1 1
n——i-l’ﬁ) Damit ist (n——i-l’ﬁ)

Héufungspunkte: Die Menge der Haufungspunkte ist gegeben durch H := [0, 1].

Ist 2 € (0,1), so gibt es ein n € N mit x € | Wir setzen

n+1’n)

1(L 2
$k::$+E<n2 >

Dann gilt a3, < % und z; — = (k — oo). Damit gibt es in jeder Umgebung von z unendlich
viele Punkte aus A. Fiir x = 0 wéahlen wir x; = Tll/z € A und fir £ = 1 wahlen wir
xp=1-— k—i2 € (1,1) € A. Da das Komplement von [0, 1] offen ist und A C [0,1] gilt, folgt,
dass es auflerhalb von H keine weiteren Haufungspunkte von A gibt.

Der Abschluss von A ist damit gegeben durch A = H.

(T 3)

Es sei M C R sowohl offen, als auch abgeschlossen. Zeigen Sie, dass dann M = R oder
M =0 gilt.

LOsuNG: Ist M = R, oder M = (), so ist M offen und abgeschlossen, da (§)¢ = R und R¢ = ()
gilt. Wir nehmen an, dass M # R und M # () gilt. Dann existieren ein y ¢ M und ein z € M.

LFall {z € M : x < y} # (: Wir setzen z¢ :=sup{z € M : z < y}. Es gilt zp € M, dennzun € N
existiert ein z,, € M, so dass xg > x, > xg — % Damit folgt z,, — x¢ (n — 00). Also ist g € M,
da M abgeschlossen ist (Charakterisierung der Abgeschlossenheit durch Folgen). Auflerdem folgt
aus z, <y auch xg <y, da xg # y.

Da M auch offen ist, gibt es ein € > 0 so dass g +¢ € M und, da xg # y, o + € < y gilt. Dies
ist aber ein Widerspruch zu z¢g = sup{z € M : z < y}.



2.Fall {x € M : x>y} # 0: Wir setzen z¢ := inf{x € M : x > y}. Mit den gleichen Argumenten
wie beim 1.Fall gibt es zu n € N ein z,, € M mit z¢y < z, < =, + % Mit der Abgeschlossenheit
von M folgt wieder xyg € M und y < zg. Die Offenheit von M liefert nun wieder zg — & > y fiir
ein € > 0 und damit einen Widerspruch.



