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7. Tutorium mit Lésungshinweisen
(T 1)

Es sei ) a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r € (0, 00).

(a) Zeigen Sie, dass dann die Potenzreihe ) | 22" den Konvergenzradius co hat.
(b) Wir setzen f(z) := > 7 %2 fir z € C. Zeigen Sie, dass dann fiir jedes s € (0,7)

eine Konstante M(s) > 0 existiert mit

[f(2)] < M(s) exp(|2]/s).

LOSUNG:
Behauptung: Y 2" hat Konvergenzradius oo und fiir jedes s € (0,7) gibt es eine Konstante
M(s) > 0: [f(2)] < M(s) exp(|z]/s).

Beweis: Es sei s € (0,7) gegeben. Dann gilt 1/r < 1/s und da die Potenzreihe ) ° ja,z" den
Konvergenzradius r hat, muss limsup,,_,. v/|an| = 1/r < 1/s sein. Also gibt es ein Ny € N, so
dass {/|ayn| < 1/s fiir alle n > Ny gilt. Fiir all diese n haben wir damit auch |a,| < 1/s™.

Setzen wir M(s) := max{1, |aql, s|ai], s%|az|, ..., sV an,_1|}, so gilt fiir alle n > Ny mit dem
oben erreichten )
jan] =1+ lan| < M(s) - |an| < M(s)

und fiir alle n € Ny mit n < Ny — 1 haben wir

1 1
lan| = |an| - s"s—n < M(s)s—n

Zusammengenommen gilt also fiir alle n € Ny die Abschétzung |a,| < M (s)/s". Damit haben wir

fiir alle n € Ny und alle z € C
anllzl" _ M(s) |2I"

n! - nl g7
Da die Reihe
M (s) [ 12\"
> (B = a9 explelfe
~ s

fiir jedes z € C absolut konvergiert, ist damit nach dem Majorantenkriterium auch die Reihe

Yoo Taz" fiir alle 2 € C absolut konvergent, also ist der Konvergenzradius dieser Reihe oo.

Weiter erhalten wir fiir alle z € C

s 3 Bl < 3 M (EDrs) expial
n=0 ’ n=0 :

was die gewiinschte Abschéitzung ist. O



(T 2)

Es sei f : R — R eine im Punkt zy € R stetige Funktion mit f(xg) > 0. Zeigen Sie, dass es
dann ein 0 > 0 gibt, so dass f(z) > 0 auch fiir alle x € (¢ — §, zo + 0) gilt.

LOSUNG: Behauptung: f : R — R stetigin xq, f(zg) > 0= 35 > 0: f(z) > 0Vz € (xo—0, z¢9+0)
Beweis: Setze € := f(xg)/2. Da f in x( stetig ist, gibt es dann ein 6§ > 0, so dass

|f(z) — f(zo)] < e fiir alle z € (g — 0,9 + 9)

gilt. Fiir all diese z gilt damit auch

() = Flao) + () — F(20)) 2 fla) e = flag) — L0 - TEO)

was die Behauptung war.

(T 3)

Es sei f: R — R eine Funktion mit f(0) = 1 und es gelte f(z +y) < f(z) - f(y) fir alle
x,y € R. Zeigen Sie: Ist f in 0 stetig, so ist f auf ganz R stetig.

LOsUNG:

Behauptung: f(0) =1, f(z+vy) < f(x)- f(y) Vz,y € R und f in 0 stetig = f auf R stetig.

Beweis: Sei 2 € R beliebig und (z,,)nen eine Folge in R mit z,, —> 2. Dann ist auch die Folge
(6n)nen mit oy, :=  —x,, n € N, konvergent und es gilt lim,,_,o, 6, = 0. Da f nach Voraussetzung
in 0 stetig ist, gilt lim,,—,o f(d,) = f(0) = 1, also gibt es ein Ny € N, so dass f(d,) > 1/2 fiir alle
n > Ny gilt.

Weiter gilt fiir alle n € N nach Voraussetzung

flan) = f(@ = bn) < f(z) - f(=0n),
sowie
f(x) = f(zn +6n) < f(xn) - f(6n)
Aus diesen beiden Ungleichungen bekommen wir fiir alle n > Ny
f(z)
f(0n)

Nun ist lim,—o f(z)/f(0n) = f(z)/1 = f(x) und, da auch die Folge (—d,)nen eine Nullfolge ist,
auch lim, o f(x) - f(—0n) = f(x) -1 = f(z). Nach dem Sandwichsatz gilt also

< flan) < f(@) - f(=bn).

lim f(z,) = f(2),

n—oo

was genau die Stetigkeit von f in x bedeutet. O



