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(T1)

Entscheiden Sie, welche der folgenden Reihen konvergieren. Welche der Reihen ist absolut
konvergent?
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LOSUNG: (a) Fiir a,, := 3"n!/(n") erhalten wir
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Es gilt lim,,_,o, b, = 3/e > 1 und daher gibt es ein Ny € N| so dass b,, > 1 fiir alle n > Nj.
Das Quotientenkriterium liefert nun, dass die Reihe divergiert.
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Also ist (ap)n>1 monoton fallend. Aus
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folgt, dass (an)n>1 gegen 0 konvergiert. Damit erhalten wir die Konvergenz der Reihe aus
dem Leibniz Kriterium. Wegen
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divergiert die Reihe > 7, |a,|. Daher ist die Reihe nicht absolut konvergent.

2n—

(c) Es sei ay, := (ﬁ)i fiir n € N. Dann gilt
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Also erhalten wir lim,, o, b, = 1/ V2 < 1 und daher gibt es ein Ny € N, so dass

Damit folgt nun
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und mit dem Quotientenkriterium folgt die Konvergenz.
(T 2)
Es sei (an)nen eine Folge positiver reeller Zahlen. Weiter sei die Reihe > 7 | a,, konvergent.

Folgt daraus, dass auch die Reihen
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konvergieren?

LOsSUNG: Da Y, ay konvergiert, folgt, dass (an)nen eine Nullfolge ist. Also existiert ein N € N,
so dass a, < 1 fiir alle n > N. Daher gilt 0 < a? < a, fiir alle n > N und damit dominiert

n
> v an die Reihe >°°° \ a2. Da die Reihe Y2, a,, konvergiert, folgt, dass auch Y °° | a2 kon-
vergiert.

Weil (ap)nen eine Nullfolge ist, folgt, dass (1/a,) unbeschrinkt ist. Insbesondere ist (1/ay)nen
keine Nullfolge. Daher kann » > i nicht konvergieren.

(T 3)

Es sei (ay,)nen eine Folge positiver reeller Zahlen. Wir definieren
d,:=n (1 — anH) )
Qp

(a) Raabes Kriterium: Existieren Ny € Nund 3 > 1, so dass d,, > [ fiir alle n > Ny, dann
konvergiert 7 | ay,.

Beweisen Sie:

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass
(6—1a, < (n—1)a, —nay,.1, firn> N,
gilt.

(b) Die Voraussetzung des Quotientenkriteriums impliziert die Voraussetzung von Raabes
Kriterium. Mit anderen Worten: Liefert die Anwendung des Quotientenkriteriums die
Konvergenz der Reihe Y | a,, so lisst sich auch aus Raabes Kriterium die Konver-
genz folgern.

Losunag: (a) Fir n > Ny gilt

(B — Dap < (dn — 1)an = <n <1 - a"“) - 1) an = (n — 1)ap — nans1,
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woraus folgt, dass fiir m > Ny
(B-1) Z an < Z ((n —Day, —napy1) = (No — Dan, — mams+1 < (No — Dan,
n=Np n=Np

gilt Also ist Y7 | a,, beschréinkt und damit konvergent, da aus der Positivitit der Summan-
den die Monotonie der Partialsummen folgt.



(b) Wir nehmen an, dass ¢ € R mit 0 < ¢ < 1 und
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fir alle n > ng gilt. Dann folgt
dp = n(1 —q)

fiir n > ng. Daher existiert eine natiirliche Zahl Ny > ng mit d,, > 2 fiir alle n > Ng. Also
konnen wir fiir Raabes Kriterium 5 = 2 wihlen.



