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5. Tutorium mit Losungshinweisen

(T 1) (Babylonisches Wurzelziehen)

Fiir @ > 1 betrachten wir die Funktion
1 a
f:[La—R, z+— —(x+—).
2 T

Zeigen Sie, dass y/a ein Fixpunkt dieser Funktion ist und bestimmen Sie den Wert von v/2
mit einer Abweichung von héchstens 3 - 1073 genau (Hierbei geniigt nicht der Vergleich mit
einem Taschenrechner-Ergebnis, gesucht ist ein Beweis dafiir, dass der erhaltene Wert die
gewiinschte Genauigkeit besitzt, der ohne das Wissen um den realen Wert auskommt).

Losuna:
Behauptung: /a ist Fixpunkt von f.

Beweis: Wir erhalten durch direktes Nachrechnen

i) = 5 (va+ ) = Jva+va = va

Behauptung: Es gilt [v/2 — %| <3-1073

Beweis: Wir wollen den Banachschen Fixpunktsatz anwenden auf die Funktion
1 2
fL2l =R, z~— (m—}—)
2 T

Dazu miissen wir zeigen, dass f : [1,2] — [1,2] gilt, d.h. dass f([1,2]) C [1,2] ist und dass f auf
[1,2] eine strikte Kontraktion ist, d.h. dass die Abschétzung

|f(z) = f(y)] < qlz —y| fir alle z,y € [1,2]

fiir ein 0 < ¢ < 1 gilt.

Dazu bemerken wir zunéchst, dass fiir alle x € [1,2] auch

und

gilt. Damit ist f(x) € [1,2], also haben wir schon f([1,2]) C [1, 2] erreicht.



Es bleibt zu zeigen, dass f eine strikte Kontraktion ist. Seien dazu x,y € [1, 2] beliebig. Dann gilt

1 2 2 1 2 2 1 2y — 2x
‘f(x)—f(y)‘—‘2<x+x—y—y)‘—2' -y x—‘—zﬂﬁ—y -
_1( ) & _1| It & <1| |
Ty xy Tt xy =5

denn wegen zy > 1 gilt 2/(zy) < 2 und damit 1 —2/(zy) > —1 und wegen zy < 4 ist 2/(zy) > 1/2
und deshalb 1 —2/(zy) <1—1/2 = 1/2; zusammen gilt also |1 — 2/(zy)| < 1. f ist also auf [1, 2]
eine strikte Kontraktion mit ¢ = 1/2.

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat nun f in [1, 2] genau einen Fixpunkt, und da wir schon
wissen, dass v2 € [1,2] ein Fixpunkt von f ist, muss also das dieser Fixpunkt sein. Nach Bemer-
kung 2.14 liefert der Beweis des Banachschen Fixpunktsatzes nun sogar ein Néherungsverfahren
fiir den Fixpunkt, das wir nutzen. Als Startwert wéhlen wir z¢ := 3/2. Dann ist 21 = f(xg), also

1(3, 2 17
r=—|-+5|=—.
17912 3 12

577
T2 = f(JUl) = m

Nun gilt nach der a-posteriori-Schranke aus Bemerkung 2.14

Genauso erhalten wir

577 17 1 1 1 5 .
a ’372—331‘:1-‘— < 27-10_22510_3<3-10_3.
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(T 2)

Es sei (an)nen eine beschrénkte Folge reeller Zahlen. Zeigen Sie: Setzt man b, := sup{a; :
j>n}, n €N, soist die Folge (b,)nen monoton fallend, konvergent und es gilt

limsup a, = lim b, = lim sup a;.

n—00 n—00 n—00 j>p

Bemerkung: Analog kann man auch die Beziehung

liminf a,, = lim inf q;

n— oo n—oo j>n

beweisen. Beide Formeln motivieren die Bezeichnungen liminf und limsup und werden
auch haufig zur Definition dieser Groflen verwendet.

LOSUNG:
Behauptung: Die Folge (b, )nen ist monoton fallend und nach unten beschrinkt.

Beweis: Aus der Mengeninklusion
faj:j=n+1} C{aj:j=n}
folgt nach Definition des Supremums sofort
b1 =sup{a; : j > n+ 1} <supfa; : j > n} = by.
Weiterhin gilt fiir alle n € N die Beziehung

inf{a; : j € N} =inf{a;: j > 1} <inf{a; : j > n} <sup{a; : j > n} <by;



somit ist (by)nen nach unten beschriankt, da nach Voraussetzung (an,)nen beschréinkt ist. O

Damit ist (by,)nen konvergent. Es bleibt zu zeigen, dass der Grenzwert gerade der Limes superior
von (an)nen ist.

Behauptung: lim,, .. b, = limsup,,_,, an.

Beweis: Wir setzen a := limsup,,_,., a, und wéhlen ein € > 0. Zunéchst zeigen wir, dass dann ein
Ny € N existiert mit
an < a+e fir alle n > Np. (1)

Nehmen wir an, das wire nicht der Fall, so gibt es unendlich viele Indizes n; < no <nz < ..., so
dass a, > a+ ¢ gilt. Dies ist eine Teilfolge der beschrénkten Folge (ay,)nen, sie besitzt also einen
Héufungspunkt, der auf Grund der Konstruktion von (ap, )ren in jedem Fall grofier oder gleich
a+ ¢ ist. Das kann aber nicht sein, da dieser natiirlich auch ein Hiufungspunkt von (a,)nen wére
und davon ist a der grofite.

Nach Lemma 2.6 kénnen wir nun eine Teilfolge (an, )keny von (an)nen auswihlen, die gegen a
konvergiert (diese hat nichts mehr mit der Teilfolge im vorigen Absatz zu tun!). Dann gibt es ein
N7 € N, so dass

lan, —al <e fir alle k € N mit ni, > Ny

gilt. Insbesondere ist fiir all diese k damit a,, > a—e. Sei nun n > Ny := max{Ny, N1} und k € N
so gewahlt, dass ni > n gilt. Dann ist insbesondere n; > N7, woraus folgt

a—e¢ < ap, <supfa;:j>n}=by,

denn {a,,} C {a; : j > n}. AuBlerdem gilt fiir alle j > n nach (1) die Ungleichung a; < a + ¢,
womit auch
b, =sup{a;:j>n}<a+¢

gelten muss. Damit ist —e < b, — a < ¢ fiir alle n > Ny, d.h.

|b, —a| <e fiir alle n > No,

womit wir lim, . b, = a gezeigt haben. ]
(T 3)
23 2007 2007 14
() Berechnen sie Y- Y- (277 ) (i g 5 o
k=11 j=0 =1

(b) Es seien (a,)nen eine Nullfolge in C und Ay, Ao, A3 € C mit A; + Ay + A3 = 0. Zeigen
Sie

Z(/\lan+1 + Xolngo + Aganis) = Aar + (AL + Ag)ag

n=0
LOsuNG: (a) Mit dem binomischen Lehrsatz bekommen wir zunéchst

2007 2007

> <2097> (—1)7H1KT - 920077 = § <20.07> K (=9)2%777 = (k — 9)™.
j=0 J J=0 J
Damit gilt
23 2007 14 23 14
Z Z (2007) 1)+ 1R . 92007 262007 _ Z (k — 9)2007 _ 252007
k=11 /=1 k=11 /=1
14 14 14 14
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k=2 k=1 k=2 k=2



(b) Wir untersuchen die Folge der Partialsummen und setzen hierzu

k

Sk = Z(AlanH + )\2an+2 + )\3an+3)7 keN.
n=0

Dann gilt

k k k
Sk = Z AMap41 + Z A2Gp 42 + Z A3 43
n=0 n=0 n=0

k k1 k=2
= Aa1 + Aaz + Y Mang1 + Aotz + Y Aatnio + AoGhia + Y Asants + Askra + A3k
n=2 n=1 n=0

k k k
= \a1 + ()\1 + )\g)ag + M Z Gn4+1 + A2 Z Gn4+1 + A3 Z Ap+1 + ()\2 + )\3)ak+2 + A3ap43

n=2 n=2 n=2
k
= Aar + (A1 + A2)az + (A1 + A2 + Az) Z a1 + [(A2 + A3) a2 + Azag4a).
n=2
Nach Voraussetzung entféllt der dritte Summand, denn A1 + Ao + A3 = 0. Der Term in der

eckigen Klammer geniigt

lim [(A2 + A3)ak42 + Asarqs] =0,

k—o00

da (an)nen als Nullfolge vorausgesetzt war. Damit erhalten wir fiir die Folge (Sk)ren die
Konvergenz

k:hm S = May + (/\1 + )\Q)ag,

—00

was die Behauptung beweist.



