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(T 1)

Es seien X und Y Mengen, f : X — Y eine Abbildung und A, B C X.
(a) Zeigen Sie f(AUB) = f(A)U f(B).
(b) Zeigen Sie f(AN B) C f(A)N f(B).
(c¢) Geben Sie ein Beispiel an, bei dem f(AN B) # f(A) N f(B) gilt.

LOSUNG: (a) Behauptung: f(AU B) = f(A)U f(B).

Beweis: Wir zeigen zunéchst f(AU B) C f(A) U f(B). Sei dazu y € f(AU B). Dann gibt
es ein x € AU B, so dass y = f(x) ist. Dieses z liegt nun also in A oder in B. Gilt x € A,
so haben wir y = f(x) € f(A), ist x € B, so gilt y = f(x) € f(B). In jedem Fall ist also
y e f(A)Uf(B).

Es bleibt f(AU B) D f(A) U f(B) zu zeigen. Ist y € f(A) U f(B), so gilt y € f(A) oder
y € f(B). Ist y € f(A), so gibt es ein z € A mit f(x) = y und im Fall y € f(B) finden
wir ein z € B mit f(z) = y. Zusammengenommen gibt es also immer ein x € AU B mit
f(z) =y, was gerade y € f(A U B) bedeutet. O

(b) Behauptung: f(AN B) C f(A) N f(B).

Beweis: Seiy € f(ANB). Dann gibt es ein x € ANB mit f(z) =y. Alsoist x € Aund z € B,
woraus folgt, dass y = f(x) in f(A) und in f(B) liegt. Das liefert schlielich y € f(A)N f(B).
([

(c) Betrachte f : R — R, z — f(z) = 2%, sowie A = |

—2,—1] und B = [1,2]. Dann gilt
AN B =10, aber da f(A) = f(B) = [1,4] gilt, ist f(A)N f(B) =

[1,4] #0 = f(AN B).

(T 2)

Entscheiden Sie jeweils (Beweis oder Gegenbeispiel), ob (a,)nen, eine Nullfolge ist, falls es
zu jedem € > 0 ein Ny € N gibt, so dass fiir alle n > Ny gilt:

(a) |an =+ an+1’ <g, (b) ‘an‘ < 2847 <C> |an ! an+1| <g,
(d) |a2 + a,| < ¢, (€) |an - nim| < € fur alle m € N.
LOsuNG: (a) Gegenbeispiel: Betrachte a, = (—1)", n € Ny. Dann gilt fiir jedes n € Ny
|an + ani1] = [(=1)" + (=" = [1 -1 = 0,

die angegebene Bedingung ist also fiir jedes vorgegebene £ > 0 schon fiir Ny = 1 erfiillt.
Trotzdem konvergiert die Folge (ap)nen, sicher nicht gegen Null.



n—oo

(b) Behauptung: (Ve >0 3Ng € N : |a,| < 2¢* Vn > Ny) = a,, — 0.

Beweis: Sei § > 0 beliebig und setze ¢ := {/0/2. Nach Voraussetzung existiert dann ein
Ny € N mit
)

4
> =4 fiir alle n > Ng.

\an—0|=|an|<254:2<4 5

Damit haben wir die Definition der Konvergenz nachgepriift, (a,)nen, ist also eine Nullfolge.
O

(c) Gegenbeispiel: Wir setzen
1, n € Ny gerade,
Qa. =
" = n € Ny ungerade.

Dann gilt fiir jedes n € Ny

1 1
|y, - any1| = '1 . ‘
n n

und da (1/n),en bekanntermaflen eine Nullfolge ist, gibt es fiir jedes € > 0 ein Ny € N mit
|an - ant1| = 1/n < e fiir alle n > Np.

Andererseits ist (an)nen, keine Nullfolge. Um das einzusehen, nehmen wir an diese Folge
wiirde gegen Null konvergieren. Dann gibt es ein Ny € N, so dass |a,| < 1/2 fiir alle n > Ny
ist. Nun gibt es aber eine gerade Zahl m, die grofer als Ny ist (z.B. muss entweder Ny + 1
oder Ny + 2 gerade sein). Fiir diese ist dann 1/2 > a,, = 1, was ein Widerspruch ist.

(d) Gegenbeispiel: Wir betrachten die konstante Folge a, = —1, n € Ny. Dann gilt fiir alle
n € Ny
jaz + an| = [(-1)? + (1) = [1 = 1| = 0,

so dass wie in (a) das angegebene Kriterium sogar immer mit Ny = 1 erfiillt ist. Auflerdem
ist diese Folge natiirlich keine Nullfolge, da sie gegen —1 konvergiert.

(e) Behauptung: (Ve >0 3Ny € N: |ay, - apim| < € ¥n > Ng Vm € N) = a,, —> 0.

Beweis: Wir fiihren einen indirekten Beweis. Dazu nehmen wir an, dass (a,)nen, keine Null-
folge ist. Was heifft das nun? Wir miissen die Aussage ,,(an)nen, konvergiert gegen Null“
negieren. Das geht am besten in Quantorenschreibweise. Wir wollen also folgendes negieren:

V6 >03ng e NVn > ng: |a,| <.

Das ergibt als Negation (aus jedem ,,V*¢ wird ein ,,3“ und aus jedem ,,3* ein ,V*, auflerdem
miissen wir die Ungleichung am Ende umkehren):

36 > 0Vno € N3In>ng: |ay| > 4. (1)

D.h. (wieder in Worten) es gibt ein ¢ > 0, so dass fiir alle ng € N ein n > ng existiert mit
lan| > 4.

Betrachten wir nun die Voraussetzung, so liefert uns diese zum soeben gefundenen § ein
Ny € N mit
|ap - Gnm| < 6% fiir alle n > Ny und alle m € N. (2)

Wegen (1) (mit ng = Np) gibt es nun ein k; € N mit k; > Ny und |ag, | > d. Verwenden wir
nochmals (1), dieses mal mit ng = k1 + 1, so erhalten wir ein ko € N mit ky > kj, fiir das
ebenfalls |ag,| > ¢ gilt. Setzen wir m := ka — ki, so ist m € N und es gilt

|ak1 : ak1+m| = |ak1”ak2’ 2 62’
was im Widerspruch zu (2) steht. (Man beachte, dass k1 > Ny gewéhlt wurde!) O

(T 3)



(a)

(b)

Beweisen Sie den Sandwichsatz:

Es seien (an)neng, (bn)nen, und (cp)nen, reelle Folgen. Sind (ay)nen, und (bn)nen,
konvergent mit lim,, .. a,, = a = lim,,_. b, fiir ein @ € R und gibt es ein ng € N, so
dass

a, < ¢, <b, fir alle n > ny

gilt, so ist auch (¢, )nen, konvergent und es gilt lim,, .., ¢, = a.

Bestimmen Sie mit Hilfe dieses Satzes den Grenzwert

) 1
lim ——.
n—oo \/n? 4 3

LOsuNnG: (a) Behauptung: Wenn lim, .~ a, = a = lim,_,« b, und a,, < ¢, < b, fiir alle n > ny

gilt, so ist (cp)nen, konvergent mit lim, .. ¢, = a.

Beweis: Es sei ¢ > 0 gegeben. Dann gibt es dank der Konvergenz von (an)nen, €in Vi € N,
so dass
lap, —al <e/2 fiir alle n > N;

gilt. Genauso gibt es ein No € N; so dass
|b, —a| < e/4 fiir alle n > Ny

ist, da auch (by)nen, gegen a konvergiert. Setzen wir nun N := max{ng, N1, Na}, so gilt fiir
allen > N
len — a| = |en, — by, + by, — a| < ey, — byp| + |bn — al.

Da n > ng ist, ist ¢, — by, < 0 und b, — a, > 0. Also gilt
|Cn_bn| :bn_cngbn_an: ‘bn_an|7
woraus zusammen mit obiger Uberlegung und der Dreiecksungleichung

|cn—a|§\bn—an|+\bn—a]§|bn—a|+|an—a|+|bn—a|§§+£—|—§:5
2

4 4
fiir alle n > N folgt. O

Fiir alle n € N gilt n?+3> n2, also auch vn? + 3 > vn2 = n, woraus schliellich

1 1
0<—— <= firalleneN
n?+3 " n

folgt. Mit dem Sandwichsatz erhalten wir nun, da (1/n),en eine Nullfolge ist,

1
lim ———=0.
n—oo \/p2 43



