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3. Tutorium mit Losungshinweisen
(T1)

Bestimmen Sie alle komplexen Zahlen mit der Eigenschaft z® = 1, und skizzieren Sie diese
in der Gauflschen Zahlenebene

LOsuNG: Wir bestimmen z € C mit 2% — 1 = 0.

Eine Losung ist offensichtlich z = 1. Weiter gilt
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(T 2)

Sei N := Ny \ {0}. Untersuchen Sie, ob die folgenden Mengen reeller Zahlen beschrankt
sind, und bestimmen Sie gegebenenfalls Supremum, Infimum, Maximum und Minimum.

(a) A:=={2"+n!:m,n e N}
(b) B := {n+r1 + 71+(2;1)n in € N}
(c) C:= {‘w'ﬂl L ER}

LOSuNG: Zur Menge A:

Fiir n,m € N gilt 3 < 2™ 4+ n! und 3 = 2™ + n! gilt fiir n = m = 1. Damit gilt inf A = min A = 3.
Fiir beliebiges M > 0 existiert ein m € Nmit M < 2. Damit ist A nicht beschrinkt und demnach
gibt es weder ein Supremum noch ein Maximum.

Zur Menge B:

Es gilt
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da der erste Summand > 0 und der Zweite > 0 ist. Also ist B nach unten beschrinkt.
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Wir zeigen inf B = 0. Hierzu sei € > 0. Es gilt
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fiir n > % Damit folgt inf B = 0.
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Wir setzen a,, := %—i—l + %, fiir n € N. Dann berechnet man a; = %, ag =

n >4 gilt
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Damit folgt nun as = % = max B = sup B.
Zur Menge C:

Da ‘Jﬂl > 0 fiir alle z € R und \()ll% = 0 gilt, folgt, dass inf C' = minC = 0.

Weiter gilt ‘wl‘% < 1 fiir x € R. Wir zeigen, dass supC = 1 gilt. Es sei ¢ > 0. Wir bestimmen ein

x € R mit Ir‘l% > 1 — . Dies liefert die folgende Aquivalenzumformung

pa lz| > |z| + 1 —e(|z| + 1)
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Ein x € R mit dieser Eigenschaft existiert offensichtlich. (Etwa z = % +1.)

Da ‘QJ‘% =1 fiir kein z € R gilt, existiert das Maximum von C' nicht.

(T 3)
Es seien My, My C R nichtleere, beschrinkte Mengen. Wir definieren

My - My = {ZL‘l “To 1 X € Ml,l’g € MQ}

Zeigen Sie: Ist x1 > 0 fiir alle 1 € M; und x5 > 0 fiir alle x5 € Ms, so gilt
inf M - inf My < inf(M; - My) <inf M; - sup My < sup(M; - My) < sup M; - sup M,

LOsuNG: Ist sup M1 = 0 oder sup Ma = 0, so gilt, da My = {0}, 0 = inf(M; - My) = sup(M; - M>)
und die Behauptung folgt. Es sei also sup M7 > 0 sowie sup My > 0. Ist inf M7 = 0, so ist auch
inf(Mj - Ms) = 0. Um dies zu zeigen, wihlen wir 6 € M; mit § < £/ sup Ms. Ein solches ¢ existiert
wegen inf My = 0. Damit folgt fiir € > 0 die Ungleichung § - x5 < ¢ - sup My < ¢ fiir alle 2o € Ms.

Es sei nun inf M; > 0 und im Folgenden seien 1 € M7 und x5 € Ms gegeben. Dann folgt, dass
inf My - inf My < zqx9 gilt. Damit folgt inf M - inf My < inf(M; - Ms).

Weiter gilt z120 < z1sup My = inf(My- M) <zysupMy = inf(My - My)(sup My)~! <
x1 und damit folgt inf(M; - Mo)(sup Ma) ™! < inf My, also inf(M; - My) < sup My - inf M;.

Die dritte Ungleichung folgt analog aus inf My -x9 < x120 =  inf My -29 <sup(M;-M;) =
xy < (inf My)~1 - sup(M;y - Mp) = sup Ma < (inf My) ™! - sup(M; - My).

Die letzte Ungleichung folgt wegen z1x9 < sup M - sup Mo.



