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(T 1)
Es seien aq,...,a,, € N. Beweisen Sie: Gilt fiir ein n € N

m

H(l +a;) > 2", so folgt Zai > n.
i=1

i=1
Hinweis: Zeigen Sie zuniichst (1 + k) < 2k, fiir k € N.

LOsuNnG: Wir fithren den Beweis indirekt. D.h. wir zeigen

m

Zm:aign = H(1+ai)§2".
i=1

i=1
Die Ungleichung 1+ < 2% fiir alle k € N folgt als einfache Anwendung der Bernoulli Ungleichung.
Damit folgt durch Anwendung von 1+ k < 2% auf k = a;

m

[J@+a) <2 . 20
=1
— 2(2?;1‘11')

<2"
nach Voraussetzung » " a; <n. O
(T 2)
Beispiel:

Finden Sie eine Formel fiir die folgende Summe:

n

> @k+1) (=143+5+T+...4+2n+1)).

Losung: Sei a, = k2 fir k = 0,1,2,3,.... Dann gilt a; —ag = 12 - 02 =1, ay — a; =
22-12=3,a3—ay =322 =5, a,—az3 =4>-3*=Tund a1 —a, = (n+1)>—n? = 2n+1.

Nach Summieren erhalten wir 1+3+5+7+...4+ (2n+1) = any1 —ao = (n+ 1)

Finden Sie Formeln fiir die folgenden Summen:

d k(k+1) (=1-2+42-3+43-4+.. . +n-(n+1));
k=1

YR (=12+22+3+ . +0n?).

k=1

Hinweis: a = k3.



LOsSUNG: Es sei a;, = k? fiir k € N, k < n. Dann gilt
ahpr —ap = (k+1)° = k> =3k + 3k + 1 =3k(k + 1) + 1.

Damit folgt

n

ni1— a0 =Y _(ars1 — az)

k=0
= (Bk(k+1)+1)
k=0
=n+1+3-> k(k+1).
k=1
Also gilt
Sk 4 1) = <n+1>33— (n+1) _ <n+1><<n3+ )2-1) n<n+1§<n+2>
k=1

Nach dem Beispiel gilt >°p_,(2k + 1) = (n + 1)? und damit folgt

Zn:k: (n+1)%—(n+1) n(n+1)
k=1

2 2
Also
i/& :Zn:(k2+/c) —Zn:k
k=1 k=1 k=1
= k(k+1)= >k
k=1 k=1
_nn+1)(n+2) nn+1)
- 3 2
~nn+1)(2n+1)
B 6
(T 3)

Leiten Sie die folgenden Eigenschaften von Ny aus den Axiomen her:
(a) Aus n,m € Ny folgt:
n+m, m-n € Ng.
(b) Sei n € Ny. Dann existiert kein m € Ny mit n < m <n + 1.

(c) Jede nichtleere Menge M natiirlicher Zahlen besitzt ein kleinstes Element.

Losuna: (a) Beweis durch vollst. Ind.

Sei n € Ny beliebig. Beh.: Fiir m € Ny gilt n +m € Ny.

I.LA.: m = 0. Dann gilt n + 0 = n € Ng nach Voraussetzung.

IV.: Sei m € Ny und n + m € Ng.
LS:m~m+1)n+m+1=(n+m)+1ec Ny da Ny induktive Menge ist.
Sei n € Ny beliebig. Beh.: Fiir m € Ny gilt nm € Np.

LLA.: m = 0. Dann gilt n-0 =0 € Ng.



I.V.: Sei m € Ng und nm € Ng.
LS::(m ~ m+1) n(m+ 1) = nm + n € Ny, nach obiger Aussage, da nm € Ny und n € N gilt.

(b) Wir zeigen zuerst, dass M :={n € Ny :n —1 € No} U {0} induktiv ist.
i) 0 € M nach Definition.

ii) Sei n € M, also insbesondere n € Ny. Damit folgt n + 1 € Ny, da Ny induktiv ist. Weiter gilt
(n+1)—1=neNpalson+1¢€ M.

Wir zeigen nun, dass K := {n € Ny : es gibt kein m € Ny mit n < m < n + 1} induktiv ist.
i) 0 € K folgt aus den Eigenschaften von Ny aus der Vorlesung.

ii) Sei n € K. Annahme: n+1 ¢ K, d.h. es existiert ein m € Ny, so dass n+1 < m < n+ 2. Nach
dem eben bewiesenen liegt auch m — 1 € Ny (Beachte, dass 0 < 1 = 0 < 1+ n < m gilt) Damit
ergibt sich n < m — 1 < n 4+ 1, was aber im Widerspruch zu n € K steht. Damit folgt K = N
und die Behauptung.

c) Es sei M C Ny, M # (.
Annahme: M besitzt kein kleinstes Element.
Setze K := {n € Ny : n < m fiir alle m € M}. Wir zeigen, dass K induktiv ist.

i) 0 € K, da 0 sonst das kleinste Element von M wiére.

ii) Es sei n € K. Annahme n + 1 ¢ K, d.h. es existiert ein m; € M mit my < n+ 1, da M
kein kleinstes Element besitzt, existiert ein mo € M mit ms < m; < n + 1. Damit folgt nach
Voraussetzung n < ms < n + 1, was im Widerspruch zu (b) steht. Somit ist K induktiv, also
K = Np. Damit folgt aber auch, dass fiir m € M auch m € K gilt. Also m < m nach Definition
von K. Dies ist offensichtlich ein Widerspruch. Also muss unsere Annahme falsch sein, was zur
Folge hat, dass M ein kleinstes Element besitzt.



