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Gruppeniibung

Der zentrale Begriff der Veranstaltung , Einfiihrung in die Algebra“ ist jener der Gruppe. Zum einen
spielen Gruppen als Beschreibung von Symmetrien in nahezu allen Gebieten der Mathematik und
in Anwendungen in der Physik und Chemie eine grofie Rolle. Zum anderen wird mit ihnen vom
Rechnen mit konkreten Zahlen abstrahiert, um allgemeinere Aussagen zu beweisen. Die Erweiterung
der natiirlichen Zahlen N zu den ganzen Zahlen Z und die Erweiterung der ganzen Zahlen Z zu den
rationalen Zahlen @ sind von dem Gedanken geleitet, Gruppenstrukturen mit den Operationen +
und - zu etablieren.

Aufgabe G4 (Was ist eine Gruppe?)
(a) Wie lautet die vollstindige Definition einer Gruppe?
(b) Was ist Definition einer Untergruppe einer gegebenen Gruppe?
(c) Beweise, dass die folgenden drei Aussagen fiir eine Teilmenge H C G einer Gruppe (G, -, 1)
dquivalent sind:
i. H ist eine Untergruppe.
ii. 1€ Hund 27!y € H fiir alle 2,y € H.
iii. H# (@ und 2!y € H fiir alle x,y € H.
(d) Gib eine unendliche Teilmenge von R an, die mit der Addition + eine Gruppe bildet und
eine andere unendliche Teilmenge von R, die mit der Multiplikation - eine Gruppe bildet.

Aufgabe G5 (Priifen der Gruppenaxiome)
Wir definieren eine Abbildung *: |—1,1[ x |]—1,1] — R durch

r+s
14+ 7rs

kS i=

fir r,s € ]—-1,1],

unter Benutzung der Addition und Multiplikation in R. Zeige, dass hier stets r x s € |—1, 1] gilt.
Ist (]—1,1[, *,0) eine Gruppe?

Aufgabe G6 (Untergruppe oder nicht?)
Welche der folgenden Mengen sind Untergruppen von GLo(R) = { A € M3(R)|det(A4) # 0}7

Hy = {(éi)ibER}; Hz:z{(gi):aeRX,beR};

ab
Hy = {(C d)eGLg(R).a,b,c,dEZ}



Aufgabe GT7 (Beispiele von Untergruppen)
(a) Es sei X eine unendliche Menge und

Sx fn = {¢ € Sx:die Menge {x € X: ¢(x) # x} ist endlich} .

Zeige, dass Sx gn eine Untergruppe der Gruppe Sx aller Permutationen von X ist.

(b) Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum. Zeige, dass die Menge
AR(V):={p e Sy: (gL € GL(V))Fv e V)Vz € V) ¢(z) = ¢r(x) + v}

der invertierbaren affinen Abbildungen eine Untergruppe von Sy ist.

(c) Essei (M,d) ein metrischer Raum. Zeige, dass die Menge

Iso(M,d) :={¢p € Sypr: Vz,y € M) d(p(x), d(y)) = d(z,y)}

aller bijektiven Isometrien von (M, d) eine Untergruppe von Sy ist.

Hausiibung
Aufgabe H4 (Untergruppe oder nicht?) (1+1+1 Punkte)
Welche der folgenden Mengen sind Untergruppen von GLo(R)?
b
H, = {(g 1):@6R,b6RX} . Hy:={A€GLy(R): det A >0} ;
Hg = {Ae€GLy(R): SpurA=0}7
Aufgabe H5 (Gruppen endlicher Ordnung) (14+141 Punkte)

Es sei G eine Gruppe.
(a) Zeige: Sind a, b, ¢ Elemente von G mit ab = ac, so ist b = c.
(b) Es sei x ein Element von G derart, dass 2™ = 1 fiir ein n € N. Zeige, dass es dann ein m € N
gibt mit 2™ = z~1.

(c) G sei endlich. Zeige, dass es zu jedem x € G ein n € N mit 2™ = 1 gibt.

Aufgabe H6 (Untergruppen endlicher Gruppen) (141 Punkte)
(a) Essei G eine endliche Gruppe. Beweise, dass die folgenden zwei Aussagen fiir eine Teilmenge
H C G édquivalent sind:
i. H ist eine Untergruppe.
ii. H# (0 und z -y € H fiir alle z,y € H.

(b) Finde eine nicht-leere, unter der Gruppenmultiplikation abgeschlossene Teilmenge H einer
geeigneten unendlichen Gruppe G derart, dass H keine Untergruppe von G ist.

Aufgabe H7 (Untergruppen von Permutationsgruppen) (141 Punkte)
Es sei X eine Menge und Y C X eine Teilmenge von X.

(a) Zeige, dass U :={¢ € Sx: ¢(Y) =Y} eine Untergruppe von Sy ist.

(b) Zeige durch ein Beispiel, dass H := {¢ € Sx: ¢(Y) C Y} keine Untergruppe von Sx zu sein
braucht.

Bemerkung: Wir werden spéiter sehen, dass jede endliche Gruppe eine Untergruppe einer endlichen
Permutationsgruppe ist.



