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10. Ubungsblatt zur
,Repetitorium zur Linearen Algebra*

Gruppeniibung

Aufgabe G37 (Jordannormalform)
Bestimme jeweils eine Jordannormalform und eine zugehorige Jordanbasis der Matrizen

30 -1 0 -1 0 0 0
23 -2 -1 3 -1 -2 -2
4=loo 2 o] "™ F=lo 0 -1 o0
10 -1 2 10 0 -1

Hinweis: Es gilt y4(A) = (2 - V)23 — A\)2 und xp(\) = (-1 — )™

Losung: Fiir das charakteristische Polynom von A gilt

3-2 0 -1 0
xA(A) = det(A — AT) = det 3 36’\ 2__2/\ _01
1 0 -1 2-2X
ach dor 3-A 0 0
8 Lelle (2—)\)det< 23— —1)
1 0 2-2X

Entwicklung
nach der

1. Zeile _ . 3—-A -1 _ _)\)\2(9 _ )2
= (2-X)(3 /\)det< 0 2_>\>_(2 A)(3 =)
Folglich besitzt A die Eigenwerte A1 = 2 und Ay = 3, die jeweils die algebraische Vielfach-
heit zwei haben.
Fiir den Eigenraum zum Eigenwert A\ gilt

10 -1 0 1 0
21 -2 -1 0 1

Ey :=ker(A — \I) =ker 00 o ol=15111+t o | s,t € R
10 -1 0 0 1

Folglich gibt es zum Eigenwert A1 zwei Jordanblécke der Grofe eins.
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Fiir den Eigenraum zum Eigenwert Ao gilt

00 -1
2 0 -2
E2 = ker(A — AQI) = ker 00 —1
1 0 -1
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|seR

OO = O

Folglich gibt es zum Eigenwert Ay einen Jordanblock der Grofle zwei.
Zum Bestimmen des noch fehlenden Basisvektors des verallgemeinerten Eigenraums zum
Eigenwert A9 ist folgendes Gleichungssystem zu 16sen:

00 -1
2 0 -2
(A—)\QI)’U == 00 —1
1 0 -1

Die Losungsmenge des obigen Gleichungssystem ist

0 1
1 0
slol tlo]!®
0 1
Damit ist
1 0 0
0 1 1
11710110
0 1 0
eine Jordanbasis von A und
2 0 00
0200
0 0 31
0 0 0 3

die zugehorige Jordannormalform.

0

-1
v =

OO = O

-1

eER

o o =

Alternativ hitte auch das Verfahren aus der Vorlesung verwendet werden konnen. Dann

héitte man nach der Berechnung von ker(A4 — A1)

0
-1
0
-1

ker(A — \oI)? = ker

_ o = O

1
1
1
1

(el e B o B @n)

berechnet und festgestellt, da8 ((0,1,0,0)7,(1,0,0,

+1 | s,t€R

SO = O
_ o O

1)T) die fehlende Jordankette ist.
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Fiir das charakteristische Polynom von B gilt

—1-A 0 0 0
3 —-1-A -2 -2
xB(A) =det(B — AI) = det 0 0 1 0
1 0 0 —-1-A
Erimickung -1-x -2 -2
BZele (1 —A)det 0 -1-2X 0
0 0 —1-A
Entwi];:kdlung
Teile 1 \\2 —1-A -2
= (=1-=2X) det( 0 1o
=(-1-N)*

Folglich besitzt B den Eigenwert A\; = —1.

Da B nur einen Eigenwert besitzt, gibt es auch nur einen verallgemeinerten Eigenraum,
womit VA = R* gilt.

Mit dem Verfahren aus der Vorlesung kommt man nun sehr schnell zum Ziel, da das
Berechnen von ker(B +I)’ entfallen kann. Als Basis des verallgemeinerten Eigenraums zur
Eigenwert —1 kann zum Beispiel die Standardbasis des R* gewihlt werden. Daraus lassen

sich nun Jordanketten bilden.

Es sei
1 0
0 3
vgi=er= vy = (B +1vy = 0
0 1
0
-2
= (B—I—I)’UQZ 0 Vg = (B+I)U1:0
0

Aus vg = 0 folgt, daf v; ein Eigenvektor ist und v3 ein Hauptvektor der Stufe 3. Daher ist
(v1,v2,v3) eine Jordankette.
Weiter sei

wo:= (B+Iw; =0

O = O

0

Aus wy = 0 folgt, daB w; ein Eigenvektor ist. Daher ist (w1) eine Jordankette. Allerdings
sind v; und w; linear abhingig, weshalb die Jordankette (w;) gleich wieder verworfen
werden kann.

Nun sei
0 0
0 -2
Ug ‘= €3 = 1 U == (B"‘I)’U/Q: 0
0 0

Uy == (B+I)U1:O
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Aus ug = 0 folgt, daB u; ein Eigenvektor ist. Daher ist (u1,u2) eine Jordankette.

Die Vektoren (v1,vg,v3,u1,us) bilden offensichtlich ein Erzeugendensystem des R*. Aller-
dings bilden sie keine Basis. Deshalb miissen die Ketten noch verkiirzt werden: Es gilt
v1 —ug = 0. Folglich kann die Kette (u1,u9) verkiirzt werden. Es sei

Dann ist (%) eine Jordankette.
Da v1 und @; linear unabhéngig sind, sind auch vy, v9,vs3, %1 linear unabhéingig und daher

0 0 1 0
(01, 09, 3, 1iy) = -2 3 0 -3
b b b 0 b O b O b 1
0 1 0 -1
eine Jordanbasis von B und
-1 1 0 0
0 -1 1 0
0O 0 -1 0
0O 0 0 -1

die zugehorige Jordannormalform.
Alternativ ist auch die folgende Rechnung méglich: Fiir den Eigenraum zum Eigenwert A;
gilt

00 0 O 0 0
3 0 -2 -2 0 1

E; :=ker(B — A\ I) = ker 00 0 0 sl 1|+t |s,teR
10 0 O -1 0

Folglich gibt es zum Eigenwert A; zwei Jordanblocke.
Zum Bestimmen der noch fehlenden Basisvektoren des verallgemeinerten Eigenraums zum
Eigenwert A; ist folgendes Gleichungssystem zu l6sen:

00 0 O 0
3 0 -2 -2 1
(B—XMI)v= 00 0 ol? o| =
10 0 0 0
Die Losungsmenge des obigen Gleichungssystems ist
0 0 0
1 0 0
Li:=<s 0 +1 LT 0 | s,t € R
0 -1 -1
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Wir wihlen einen Vektor vy = (0, 0,0, —%) € L1 und 16sen das Gleichungssystem

00 0 O 0
3 0 -2 -2 0
(B—MIv= 00 0 ol?=1o|=% (1)
10 0 0 -1
Die Losungsmenge des obigen Gleichungssystems ist
0 0 -1
1 0 0
Ly:=<s 0 +1 |t 0 | s,t € R
3
0 -1 -3
Damit ist
0 0 0 -1
1 0 0 0
ol’fof’t1]'fo
0/ \-3 -1 -3
eine Jordanbasis von A und
-1 1 0
0 -1 1 0
0 0 -1 0
0 0 0 -1

die zugehorige Jordannormalform.

Wichtige Anmerkung: Bei der Wahl von v2 hatten wir das Gliick, dafl das Gleichungssystem
1 eine Losung hatte und den fehlenden Basisvektor lieferte. Fiir ein systematisches Suchen
des fehlenden Basisvektors, hétte man das Gleichungssystem

00 0 0 0 0 0
30 -2 -2 1 0 0
B=XDv="1, 09 o o |["=5|o|Tt1]*] 0
10 0 0 0 -1 -3

mit den Unbekannten v € R? und s,t € R I6sen koénnen.



