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8. Ubungsblatt zur
»Repetitorium zur Linearen Algebra*

Gruppeniibung

Aufgabe G29 (Darstellung von Matrizen)
Zeigen Sie, dass jede Matrix A € M(n x n,C) dargestellt werden kann als

a) die Summe einer reellen und einer imaginiren Matrix.
b) die Summe einer symmetrischen und schiefsymmetrischen Matrix.

c) die Summe einer hermiteschen und schiefhermiteschen Matrix.
Loésung: Es gilt:

a) Summe einer reellen und einer rein imaginiren Matrix:

b) Summe einer symmetrischen und einer schiefsymmetrischen Matrix:
1 Ty, 1 T
A= E(A-I—A )-|-§(A—A )
c) Summe einer hermiteschen und einer schiefthermiteschen Matrix:

1 1
A=A+ A7) + (A - A"

Aufgabe G30 (Proposition 9.1.3)
Zeigen Sie, dass fiir alle v, w € C* und eine n x n Matrix A iiber C

(v, Aw) = (A%, w)
gilt.
Losung: (v, Aw) = v*Aw = v* A" w = (A*v)*w = (A*v, w).

Aufgabe G31 (Proposition 9.1.5)
Ist A eine normale n x n Matrix, so gilt
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a) A — AE ist normal fiir jedes A € C.
b) A’ = Q*AQ ist normal fiir jede unitire Matrix Q.
Lésung:

a)
(A= AE)(A— AE)* = (A - AE)(A* — \E) = AA* — A\A* — DA+ \\E
(A—=AE)*(A— AE) = (A* = AE)(A— AE) = A*A — MNA — MA* + M\\E

und diese Ausdriicke sind gleich, da AA* = A*A gilt (A ist normal).
b) Analog gilt

(QTAQ)(QAQ)" = (Q"AQ)(Q" A'Q™) = Q"AA™Q

E
(Q74Q)"(Q7AQ) = (Q"A"Q™)(Q"4Q) = Q"A" QQ° AQ = Q"A"AQ

E

Wegen AA* = A* A sind die Ausdriicke Q*AA*Q und Q*A* AQ gleich.

Aufgabe G32 (Proposition 9.1.7)
Zeigen Sie, dass fiir eine normale Matrix A die Eigenvektoren von A zu verschiedenen
Eigenwerten orthogonal sind.
Losung: Wir nehmen an, v und w seien Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten A
und g, d.h. es gilt Av = Av und Aw = pw. Es folgt

i (v,w) 2 (o, pw) = (v, dw) =Y (4%, w) Y Ko, w) B X (v, w)

Aus p # X ergibt sich, dass (v, w) verschwindet. Also sind v und w orthogonal.
Aufgabe G33 (Proposition 9.2.2)

Zeigen Sie, dass eine hermitesche Matrix nur reelle Eigenwerte besitzt.

Losung: Sei A = A* und A € C ein Eigenwert von A. Dann gibt es einen nichtverschwin-

denden Vektor v mit
Av=)v.

Aus 9.1.6 folgt A*v = \v und aus A* = A folgern wir Av = Av und damit v = \v, was
X\ = X impliziert. Dies fithrt auf A € R.



