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7. Ubungsblatt zur
. Repetitorium zur Linearen Algebra“

Gruppeniibung

Aufgabe G26 (Geometrische und algebraische Vielfachheit)
Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum. Zeigen Sie, dass fiir jeden Eigenwert A einer
linearen Abbildung ¢ € End(V,V) mit geometrischer Vielfachheit ¢ und algebraischer
Vielfachheit s gilt:
t<s

Losung: Sei A ein Eigenwert zu ¢ mit geometrischer Vielfachheit ¢. Dann gibt es eine

Basis v1,...,v; des Eigenraumes von ¢ zum Eigenwert A. Diese Basis konnen wir nach
dem Basisergénzungssatz zu einer Basis vy, ..., v, V¢41, . . ., 0, von V ergénzen. Bzgl. dieser
Basis hat ¢ die Matrixdarstellung
o x 0 --- 0
Wl=10 ... 0 Xx o0 x
0 - 0 0
o --- . : : : :

Bezeichnen wir die Matrix in dem schwarzen Kasten mit A’, so ist das charakteristische
Polynom von A

xA(x) = det(A — zE,) = (A — z)t det(A' — 2E,_,).

Damit hat das charakteristische Polynom mindestens ¢ Nullstellen, d.h. ¢t < s.
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Aufgabe G27 (Diagonalisieren)
a) Diagonalisieren Sie die Matrix

iiber R.

b) Diagonalisieren Sie die Matrix

iber R.

c¢) Diagonalisieren Sie die Matrix

iiber C.
Loésung:
a) Das charakteristische Polynom ist
xal) = (1= 1) —o.

Dieses hat die Nullstellen A\; = —2 und Ay = 4. Die zugehorigen Eigenvektoren sind

e () = (1)

Die Transformationsmatrix lautet
11
s=(a1)

e -2 0
S AS_< . 4>.

b) Das charakteristische Polynom von B ist
xp(\) = (1—-XN?+1.

Nullsetzen liefert (1 — A\)? = —1. Diese Gleichung hat in R keine Losung. Uber C
erhalten wir die Eigenwerte A\ = 1+ 4 und Ay = 1 — ¢ mit den Eigenvektoren

we () e (1)

Die Transformationsmatrix lautet
—i 1

e (140 0
sas=(1 L)),

und es ist

und es ist
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c¢) Das charakteristische Polynom von C ist
xe(h) = (1= X)7%

Nullsetzen liefert (1 — A\)? = 0. Diese Gleichung hat nur eine Losung nimlich A = 1.
Wir bestimmen die Eigenvektoren. Es gilt

awn()-avn ()= (43)(2)

Also die Gleichungen 2vy = 0 und 0 = 0. Hieraus folgt v9 = 0 und v; beliebig, d.h.
der Eigenraum zu A = 1 ist 1-dimensional und damit ist C' nicht diagonalisierbar.

Aufgabe G28 (Bedingungen fiir Diagonalisierbarkeit (7.2.13))
Zeigen Sie folgende Aussagen:

a) Hat eine n x n Matrix n verschiedene Eigenwerte, so ist diese diagonalisierbar.
b) Eine n xn Matrix ist genau dann iiber K diagonalisierbar, wenn ihr charakteristisches
Polynom x(\) in ein Produkt von Linearfaktoren

X(A) = (A=A (A= An)™
mit A1,..., A € K zerlegt werden kann und falls fiir jeden Eigenwert )\; die geome-
trische Vielfachheit ¢; gleich der algebraischen Vielfachheit s; ist.
Loésung:

a) Hat x(A) n verschiedene Nullstellen A1,...,\,, so gibt es auch n Eigenvektoren,
denn jeder Eigenwert hat mindestens einen Eigenvektor. Diese sind nach 7.2.7 lin.
unabhéingig und bilden somit eine Basis.

b) Ist r = n, so folgt die Aussage aus a). Sei also r < n. Wir betrachten die Eigenriume
Uy,,-..,Uy, und deren geometrische Vielfachheiten ¢1,...,¢,. Wir wahlen in jedem
Eigenraum U); eine Basis Bj, die dann aus ¢; Vektoren besteht. Zusammen bilden
diese Basen ein linear unabhéngiges System B mit

i+ +t
Vektoren. Da in K" jeder Eigenvektor von A zu einem Eigenraum U); gehort stellen

wir fest:

K™ hat genau dann eine Basis aus Eigenvektoren, wenn
Lttt =n

ist. Andererseits ist
n=s+--+s +degQ,

wobei ) das Polynom héchsten Grades ist, welches x 4 teilt und das keine Nullstellen
mehr besitzt.
Zusammen ergibt sich nun also

ti4 bty =n=s5 4+ +s +degQ.

Da nach G25 t; < s; gilt, ist dies genau dann der Fall, wenn deg @ = 0 ist.



