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Gruppeniibung

Aufgabe G14 (Kriterium zur Injektivitat (5.1.4))
Seien V und W Vektorrdume und ¢ : V' — W eine lineare Abbildung. Dann ist ¢ genau
dann bijektiv, wenn ker ¢ = {0} ist.
Losung:

“=” Da ¢(0) = 0 ist, ist immer 0 € ker . Sei nun v € ker ¢ beliebig. Dann ist p(v) = 0,
d.h. p(v) = ¢(0). Ist ¢ injektiv, so folgt v = 0, d.h. ker ¢ = {0}

“<” Sei nun ker ¢ = {0}. Wir nehmen an, dass ¢ nicht injektiv ist, d.h. es gibt Vektoren
v,w € V, sodass p(v) = ¢(w) ist, d.-h. p(v) — ¢(w) = 0. Aus der Linearitét von ¢
ergibt sich dann ¢(v —w) =0, d.h. v — w € ker ¢.

Also ist v — w = 0 oder v = w, d.h. ¢ injektiv.

Aufgabe G15 (Erginzung 5.1.9)
Seien V und W Vektorrdume. Sei v1, ..., v, eine Basis von V. Weiterhin seien w, ..., w,
beliebige Vektoren in W. Dann gibt es eine eindeutige lineare Abbildung ¢ : V. — W,
sodass

(P(Ul) = W, (P(U?) =wz, ..., (P(Iuﬂ) = Wp
gilt.

Losung: Jedes v € V besitzt eine Darstellung als Linearkombination der Form
v = A1v1 + Aov2 + - -+ + Apvp

mit durch v eindeutig bestimmten Koeffizienten (Koordinaten) A1, Ag, ..., Ay. Also konnen
wir
©(v) = Awy + Aowg + -+ + Awy

definieren. Es gilt dann ¢(v;) =w; fir j=1,...,n(dav;=0-v1+---+0-vj_1 +1-v; +
0-vjq1+---+0- v, gilt, was p(vj) = w; zeigt). Die Linearitdt von ¢ kann leicht direkt
mittels der Definition gezeigt werden. Also gibt es eine lineare Abbildung ¢: V — W mit
der gewiinschten Eigenschaft.
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Zum Nachweis der Eindeutigkeit von ¢ nehmen wir an, 1 : V. — W sei eine andere lineare
Abbildung, so dass 9 (vj) = w; fiir alle j = 1,...,n gilt. Fir jedes v = Adjvy + -+ + Ao,
folgt dann

"p(v) = Al"ﬁ(”l) + /\n"p(vn)
= \wi + -+ Aywy,

= ¢(v).
Also gilt 9 = ¢.

Aufgabe G16 (Der Dualraum)
Wir betrachten den Vektorraum RZ. Bestimmen Sie die Riume W und W0 fiir

z+2y=0.

Identifizieren Sie hierbei ein Element ¢ : R2 — R, (z,y) ~ az + by in (R?)* mit dem
Element (a,b) € R.

Losung: Per Definition ist W die Losungsmenge der Gleichung
T+ 2y =0,
d.h. die Gerade y = —%x.
Der Teilraum W9 des Dualraumes von R? ist der Unterraum, der von der Linearform
0:R SR (z,y) = z+2y
aufgespannt wird. D.h. alle Linearformen Ay, d.h. alle Abbildung

Ao R 5 R y) = Az + 2y).

(=,
Wir identifizieren nun ¢ mit dem Vektor ( é ) € R?, dann ist

ron((4)
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Aufgabe G17 (Lemma 5.3.4)
Ist V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum, so gibt es zu jedem v € V mit v # 0 ein
@ € V*, so dass ¢(v) # 0 ist.

Loésung: Sei v # 0 ein Vektor aus V. Dann hat v ein Darstellung als Linearkombination:
V= p1v1 + 0+ UpUn

ebenso kann jedes Funktional ¢ € V* dargestellt werden als Linearkombination
o =Mv] + -+ Aoy

Somit gilt:

pv) = (o] 4+ Aoy ) (v)
= Muf0) o+ A (0)
= Avi(pve + -+ pavn) 0 Agup (v + -+ pvn)
= )‘INI'UT('UI) +---+ )\n,un'u;kz('un)
= Apr e Anfin.

Da v # 0 ist, ist 0.B.d.A. p1 # 0, d.h. wihlen wir eine Linearform aus, bei der A; # 0 ist
und sonst alle \; = 0, so hat diese Linearform ¢ den Wert

@(v) = Ap1 # 0.

Aufgabe G18 (Kanonischer Isomorphismus)
Zeigen Sie, dass im Falle K der kanonische Isomorphismus ¥ : K* — (K")* durch e] = e
gegeben ist, d.h. zeigen Sie, dass

ae)={ ] 1 17

T
1

1=7
ist.

Loésung: Es ist

0 )

eiT-ej:(O O I 0) !
J

0 )
D.h. die Linearform, welche durch el représentiert wird gibt den Wert eines Vektors an

der i-ten Koordinate zuriick. Damit ist klar, dass die gewiinschten Eigenschaften erfiillt
sind und nach G15 ist die Abbildung e; — e} = e eindeutig.



