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Gruppeniibung

Aufgabe G9 (Dreiecksungleichung)
Sei V ein unitarer Vektorraum. Zeigen Sie, dass die durch das Skalarprodukt auf V' via

|-1|:V =C, v /{v,v)
induzierte Norm die Dreiecksungleichung erfiillt, d.h. dass fiir v,w € V gilt
[[o +wl < o]l + [lwl.
Loésung: Wir betrachten

v + w||? = (v +w, v+ w)

(v,v) + (v, w) +M+ {(w, w)
(v,v) + (v,w) + (v, w) +{w, w)
€R

(v,v) + 2Re((v, w)) + (w, w)

(v,v) +2|(v, w)]| + (w, w)
(
|

Q

P
INS IN

=]

Q.

v,0) + 2|[v[|lw]] + (w, w)
[oll* + 2ffllw]] + [Jw]f*
(Iloll + flwll)*.

Wurzelziehen auf beiden Seiten liefert die Behauptung.
Aufgabe G10 ()
Sei V ein unitirer Vektorraum und v, w € V.

a) Zeigen Sie, dass die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung genau dann mit Gleichheit
erfiillt ist, wenn v und w linear abhingig sind.

b) Zeigen Sie, dass in der Dreiecksungleichung genau dann Gleichheit gilt, wenn v = aw
fiir eine reele Zahl « > 0 ist.
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Loésung:

a)

Betrachten wir uns den Beweis der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, so stellen wir
zunichst fest, dass fi(ir 1;1 = 0 die Behauptung stimmt. Ist w # 0, so definieren wir
w,v

wie im Beweis 7y := Twa) Die einzige Ungleichung ist im ersten Schritt. Damit hier

Gleichheit gilt, haben wir
0= (v—yw,v—yw) = [[v —yw|?.

Damit folgt v — yw = 0 oder v = yw.

Wir betrachten den Beweis der Dreiecksungleichung. Hier taucht zuerst eine Unglei-
chung auf, wenn wir vom Realteil des Skalarproduktes zum Betrag des Skalarproduk-
tes iibergehen. Hier besteht Gleichheit, wenn (v,w) eine positive, relle Zahl ist. Die
zweite Ungleichung taucht beim verwenden der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
auf. Hier haben wir in a) gesehen, dass hier Gleichheit genau dann auftaucht, wenn
v = Aw fiir ein A € C ist. Zusammen mit dem obigen erhalten wir

0> (v,w) = Aw,w) = Mw,w).

Da (v,w) € R und (w, w) € R ist, muss auch A € R sein. Und da (w,w) > 0 ist, muss
auch X > 0 gelten. Hierbei tritt A # 0 auf, da in Wahrheit 0 < (v, w) gilt, da v und
w nicht senkrecht aufeinander stehen.

Aufgabe G11 (Orthogonalsystem)

Sie V ein unitdrer Vektorraum und v1,...,v, € V ein Orthogonalsystem. Zeigen Sie, dass
die Vektoren vy, ..., v, linear unabhingig sind.
Losung: Wir zeigen die Aussage mit Widerspruch. Wir nehmen an, es gibt A1,..., A,

ungleich 0, sodass » 7_; Ajv; = 0 ist. Dann gilt fiir jedes i = 1,...,n

n n
0= (vi, Y Ajoj) = > Aj(vi, vj) = Aivi, vi).-
j=1

=1

Da (v;,v;) # 0 ist, folgt damit A\; = 0 fiir alle : = 1,...,n im Widerspruch zur Annahme.

Aufgabe G12 (Orthogonalprojektionen (4.3.5))
Sei V ein unitidrer Vektorraum und U C V ein endlichdimensionaler Untervektorraum.

a)

b)

Zeigen Sie, dass fiir ein festes v € V' und fiir alle u € U
o = w()[| < llv—ull

gilt, d.h. m(v) ist der Punkt in U, der den kiirzesten Abstand zu v hat. Mit anderen
Worten: 7(v) ist die beste Approximation von v durch U.
Zeigen Sie, dass durch

7V = Vo v—n(v)
die orthogonale Projektion auf U+ definiert ist, indem Sie die folgenden Punkte zeigen:
(i) 7'(v) e UL firallev €V
(ii) 7'(u) =u fir allew € U
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(iii) 7'(7'(v)) = 7' (v) fir allev € V

Losung:
a) Fiir jedes u € U gilt 7(v) —u € U, da U ein Untervektorraum ist. Weiterhin ist nach
(6) v — w(v) € U*. Also sind 7(v) — u und v — 7(v) orthogonal zueinander. Damit
ergibt sich

lo—ul? = [[(v = 7))+ (w(v) — )2 E" o = 7 (@)]? + [|7(v) - u®?
2.

v

[o = (v)

b) (i) nach (6) ist 7'(v) = v —7(v) € UL fiir allev € V.
(ii) Sei w € U™*. Dann ist nach (5) u € ker(w), d.h.

7' (u) = u—7(u) = u.
(iii) Es gilt

w(@ (@) = 7'(v—m(v)

Aufgabe G13 (Orthonormalbasis)
Sei V' := C([—1,1]) der Vektorraum aller reellwertigen stetigen Funktionen im Interval
[—1,1]. Durch

1
— /_ @)z, VigeV

statten wir V mit einem Skalarprodukt aus. Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis fiir den
Untervektorraum P, (R), indem Sie von der kanonischen Basis ausgehen.

Losung: Mittels des Gram-Schmidt-Verfahrens erhalten wir durch Orthonormalisieren
der kanonischen Basis by := (1~ 1),b := (z = z), b := (z — z?) die Vektoren:

U —bo (.’El—>1) Vo :H:j—gH:% (.’El—)
up = by — (vg,b1)vg = (x — ), v =gds =4 = (z— f
(s ] \/g
up 1= by — (v, ba)vg — (v1,bo)vr = (x> 2% — L), vy = M == (z - %\/§(3x2 ~1)

&\w



