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1. Übungsblatt zur

”
Repetitorium zur Linearen Algebra“

Gruppenübung

Aufgabe G1 (Folgerungen aus den Vektorraumaxiomen)
Sei V ein K-Vektorraum. Zeigen Sie nur mit Hilfe der Vektorraumaxiome, dass dann fol-
gende Aussagen gelten:

(V9) Für alle u, v, w ∈ V gilt:

u + w = v + w =⇒ u = w.

(V10) Für alle v ∈ V ist
0v = 0

und für alle λ ∈ K ist
λ0 = 0.

Machen Sie sich hierbei klar, was das jeweilige Symbol 0 für eine Bedeutung hat.
(V11) Für alle v ∈ V und alle λ ∈ K gilt:

λv = 0 =⇒ λ = 0 oder v = 0.

Lösung: Unter Angabe der Axiome gilt:

(V9)

u + w = v + w

⇐⇒ u + w + (−1)w = v + w + (−1)w
(V 3)⇐⇒ u + 0 = v + 0
(V 2)⇐⇒ u = v.

(V10) Für den ersten Teil gilt

0v = (1− 1)v
(V 8)
= 1v + (−1)v

(V 6)
= v + (−1)v

(V 3)
= 0.

Für den zweiten ergibt sich

λ · 0 (V 3)
= λ(v + (−1)v)

(V 7)
= λv + λ(−1)v

(V 5)
= λv + (−λv)

(V 8)
= (λ− λ)v = 0v

(V 10)
= 0.
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(V11) Ist λ = 0, so ist nichts mehr zu zeigen. Wir nehmen also λ 6= 0 an. Dann gilt

v
(V 6)
= 1v = (λ−1λ)v

(V 5)
= λ−1(λv) = λ−1 · 0 (V 10)

= 0.

Aufgabe G2 (Der Vektorraum der m× n Matrizen)
Sei M(m× n, K) die Menge aller m× n Matrizen über dem Körper K. Die Addition und
skalare Multiplikation sind wie in 1.1.2 definiert. Zeigen Sie, dass M(m× n, K) mit dieser
Addition und skalaren Multiplikation einen Vektorraum über K bildet.

Lösung: Wir zeigen die Gültigkeit der Vektorraumaxiome. Im Folgenden ist A,B, C ∈M
und λ, µ ∈ K.

(V1) Für Matrizen A,B, C in M gilt

A + (B + C) = (aij) + ((bij) + (cij))
= (aij) + ((bij + cij))
= (aij + bij + cij)
= ((aij + bij)) + (cij))
= (A + B) + C.

(V2)
A + 0 = (aij) + (0ij) = (aij + 0ij) = (aij) = A.

(V3)

A+(−1)A = (aij)+(−1)(aij) = (aij)+((−1)aij) = (aij)+(−aij) = (aij−aij) = (0ij) = 0.

(V4)
A + B = (aij) + (bij) = (aij + bij) = (bij + aij) = (bij) + (aij) = B + A.

(V5)
λ(µA) = λ(µ(aij)) = λ(µaij) = (λµaij) = (λµ)(aij) = (λµ)A.

(V6)
1 ·A = 1 · (aij) = (1 · aij) = (aij) = A.

(V7)

λ(A + B) = λ((aij) + (bij)) = λ(aij + bij) = (λ((aij + bij)) = (λaij + λbij)
= (λaij) + (λbij) = λ(aij) + λ(bij) = λA + λB.

(V8)

(λ + µ)A = (λ + µ)(aij) = ((λ + µ)aij) = (λaij + µaij) = (λaij) + (µaij)
= λ(aij) + µ(aij) = λA + µA.
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Aufgabe G3 (Polynome als Vektorraum)
Sei P(R) die Menge aller Polynome mit Koeffizienten aus R und Pn(R) ⊂ P(R) diejenigen
mit Höchstgrad n.

Zeigen Sie, dass die Mengen P(R) und Pn(R) einen Untervektorraum des R-Vektorraums
F(R, R) aller Funktionen von R nach R ist.

Lösung: Für P(R) gilt:

(U1) Die konstante Nullfunktion ist ein Polynom, indem jeder Koeffizient gleich Null ist.
Also ist 0 ∈ P(R).

(U2) Seien p, q ∈ P(R), d.h. p(x) =
∑n

j=0 λjx
j und q(x) =

∑m
j=0 µjx

j . Wir nehmen
o.B.d.A. n = m an. Ist dies nicht der Fall, so ergänzen wir das Polynom mit dem
kleineren Grad mit 0 Koeffizienten. Damit gilt

p + q =
n∑

j=0

λjx
j +

n∑
j=0

µjx
j =

n∑
j=0

(λj + µj)xj .

Dies ist wiederum ein Polynom und somit in P(R).

(U3) Für θ ∈ R und p ∈ P(R) gilt:

θp = θ
n∑

j=0

λjx
j =

n∑
j=0

θλjx
j .

Auch dies ist wieder ein Polynom und da θ ∈ R ist auch eines mit Koeffizienten in R,
d.h. θp ∈ P(R).

Für Pn(R) gilt genau dasselbe. Man muss sich nur überlegen, dass Addition und skalare
Multiplikation den Grad eines Polynomes nicht ändert.

Aufgabe G4 (Proposition 2.2.5)
Sei V ein K-Vektorraum und U1, . . . , Un ⊂ V Untervektorräume. Dann ist die Summe
U1 + . . . + Un ebenfalls ein Untervektorraum von V .

Lösung:

(U1)

0 =
n−mal︷ ︸︸ ︷

0 + . . . + 0 ∈ U1 + . . . + Un.

(U2) Sind u, v ∈ U1 + · · · + Un, so gibt es vi und ui aus Ui mit u = u1 + . . . + un und
v = v1 + . . . + vn. Damit ist

u + v = u1 + . . . + un + v1 + . . . + vn = (u1 + v1) + . . . + (un + vn).

Da Ui ein Untervektorraum ist, ist ui +vi ∈ Ui und demnach ist u+v ∈ U1 + . . .+Un.

(U3) Wiederum gibt es Elemente vi aus Ui, sodass v = v1 + . . . + vn gilt. Für λ ∈ K gilt
somit

λv = λ(v1 + . . . + vn) = λv1 + . . . + λvn.

Da Ui ein Untervektorraum ist, ist λvi ∈ Ui und damit λv ∈ U1 + . . . + Un.
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