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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Folgerungen aus den Vektorraumaxiomen)
Sei V' ein K-Vektorraum. Zeigen Sie nur mit Hilfe der Vektorraumaxiome, dass dann fol-
gende Aussagen gelten:

(V9) Fiir alle u,v,w € V gilt:
tt+w=v+tw == UuUu=uw.

(V10) Fiir alle v € V ist
Ov=0

und fiir alle A € K ist
A0 = 0.

Machen Sie sich hierbei klar, was das jeweilige Symbol O fiir eine Bedeutung hat.
(V11) Fiir alle v € V und alle A € K gilt:

=0 = A=0oderv=0.
Losung: Unter Angabe der Axiome gilt:
(V9)

u+w=v+w

— utw+(-Hw=v+w+ (—1)w
Bt 0=v+40
@
u=v.
(V10) Fiir den ersten Teil gilt
Ov=(1-1)w (ve) v+ (-1)v (V6) v+ (=1)v v3) 0.

Fiir den zweiten ergibt sich

A0 D w00 av a0 Do+ (ca0) B o= =00 20
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(V11) Ist A = 0, so ist nichts mehr zu zeigen. Wir nehmen also A # 0 an. Dann gilt

(V6) (V5)
v

5 10 = (e L (120

Aw) =210 0.

Aufgabe G2 (Der Vektorraum der m x n Matrizen)
Sei M(m x n,K) die Menge aller m x n Matrizen iiber dem Kérper K. Die Addition und
skalare Multiplikation sind wie in 1.1.2 definiert. Zeigen Sie, dass M(m x n,K) mit dieser
Addition und skalaren Multiplikation einen Vektorraum iiber K bildet.

Losung: Wir zeigen die Giiltigkeit der Vektorraumaxiome. Im Folgenden ist A, B,C € M
und A, p € K.

(V1) Fiir Matrizen A, B,C in M gilt

A+(B+0) aij) + ((bij) + (cij))

(

(aij) + ((bij + cij))
= (aij + bij + cij)

(

(A

(aij + biz)) + (cij))
+ B) + C.

A+ 0= (ay) + (055) = (ai; + 0i;) = (ai;) = A.

A+(—DA = (aij)+(—1)(aiy) = (ai;)+((=1)aij) = (aij)+(—aij) = (aij—ai;) = (0;) = 0.

(V4)
A+ B = (ai;) + (bij) = (aij + i) = (bij + ai;) = (bij) + (ay) = B+ A.
(V5)
ApA) = Mp(aij)) = Mpaij) = (Apag;) = (Ap)(ai;) = (Ap) A
(V6)
1-A=1-(ay) = (1-ay) = (a;;) = A.
(V7)
AMA+B) = Mlaij) + (bij)) = Maij + bij) = (A((aij + bij)) = (Aai; + Abij)
— (Maij) + (\bij) = Aai;) + A(bij) = AA + AB.
(V8)

A+mA = (A+p)(ay) = (A + paig) = (Aai + paig) = (Aag) + (pai;)
= Mag) + plaij) = AA + pA.
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Aufgabe G3 (Polynome als Vektorraum)
Sei P(R) die Menge aller Polynome mit Koeffizienten aus R und P,(R) C P(R) diejenigen
mit Hochstgrad n.

Zeigen Sie, dass die Mengen P(R) und P, (R) einen Untervektorraum des R-Vektorraums
F(R,R) aller Funktionen von R nach R ist.

Losung: Fiir P(R) gilt:

(U1l) Die konstante Nullfunktion ist ein Polynom, indem jeder Koeffizient gleich Null ist.
Also ist 0 € P(R).

(U2) Seien p,q € P(R), d.h. p(z) = 377, ANjzl und g(z) = >0 p;xd. Wir nehmen

0.B.d.A. n = m an. Ist dies nicht der Fall, so ergdnzen wir das Polynom mit dem
kleineren Grad mit 0 Koeffizienten. Damit gilt

n

n n
P+ag=> Nl + > it = (N + py)ad,
j=0 j=0 j=0
Dies ist wiederum ein Polynom und somit in P(R).
(U3) Fiir # € R und p € P(R) gilt:

Op =0 zn: Mol = Zn: Ot
j=0 j=0

Auch dies ist wieder ein Polynom und da 6 € R ist auch eines mit Koeffizienten in R,
d.h. 6p € P(R).
Fiir P,(R) gilt genau dasselbe. Man muss sich nur iiberlegen, dass Addition und skalare

Multiplikation den Grad eines Polynomes nicht &ndert.

Aufgabe G4 (Proposition 2.2.5)
Sei V ein K-Vektorraum und Ujy,...,U, C V Untervektorrdume. Dann ist die Summe
Uy + ...+ U, ebenfalls ein Untervektorraum von V.

Loésung:
(U1)

n—mal

———
0=04+...40€U1+...+U,.
(U2) Sind u,v € Uy + --- + U,, so gibt es v; und u; aus U; mit v = u3 + ... + u, und
v =11+ ...+ vy. Damit ist

utv=ur+...+tu,+vi+...+v,=(u+v1)+...+ (up+vy).

Da U; ein Untervektorraum ist, ist u; +v; € U; und demnach ist u+v € Uy +. ..+ U,.

(U3) Wiederum gibt es Elemente v; aus U;, sodass v = v1 + ... 4+ v, gilt. Fir A € K gilt
somit
A= Avi+ ...+ v) =Avr+ ..+ Ay,

Da U; ein Untervektorraum ist, ist A\v; € U; und damit Av € Uy 4+ ... + U,.



