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Gruppeniibung

Aufgabe G19 (Matrizen und lineare Abbildungen (5.5.9))
Zeigen Sie folgende Aussagen:

(a) Seien A € M(m x n,K) und B € M(n x p,K), dann gilt
PAOYB = PAB.
(b) Fiir lineare Abbildungen 9: K? — K" und ¢: K" — K™ gilt

[p o] = [¢][4)].

Lo6sung:
(a) (paowB)(z) = pales(z)) = a(Bz) = A(Bzr) = (AB)z = p4p(z) fir alle z € K",
also gilt w4 0o B = YaB.

(b) [po9l(z) = (pot)(x) = ¢(¥(z)) = [¢l([¢¥]x) = ([¢l[4])z fir alle z € KP, also gilt
[p o 9] = [¢][4].

Aufgabe G20 (Isomorphismen und invertierbare Matrizen (5.5.10))
Zeigen Sie folgende Aussagen:

(a) Eine nxn-Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn die lineare Abbildung ¢ 4 : K* —
K" ein Isomorphismus ist; wenn dies der Fall ist, gilt

pa-1 = (pa)" "

(b) Eine lineare Abbildung ¢: K* — K™ ist genau dann ein Isomorphismus, wenn n = m
gilt und die Matrix [p] von ¢ invertierbar ist; wenn dies der Fall ist, gilt [p~1] = [¢]~!.

Lésung:



171730008000 2000 1500 1250 5. Ubung Repetitorium zur Linearen Algebra

(a)

Ist A invertierbar, folgt AA™' = E = A71A. Also gilt a0 Q41 = Ysa-1 = g =
idgn = g = p4-14 = @4 0 pa-1. Daraus folgt, dass ¢4 bijektiv ist und dass @ 4-1
die zugehorige Inverse ist.

Ist umgekehrt ¢4 ein Isomorphismus, dann gibt es eine lineare Abbildung v, so dass
pao = idgn = 1 o @y ist. Sei B die Matrix von 1. Dann gilt ¢y = ¢p und
damit pap = 40 p = idge = g = idge = @B 0 4 = @pa. Daraus folgt aber
AB = FE = BA, d.h. dass A invertierbar ist.

Ist ¢ ein Isomorphismus, dann ist » = m nach 5.5.4 (4). Die inverse Abbildung
ist ebenso linear und erfiillt die Beziehung ¢ o p~! = idg» = ¢! o ¢. Also folgt
[l =lpop ] = lidrn] = [ 0 o] = [pM][¢].

Damit ist die Matrix [p] invertierbar mit der Inversen [¢~!]. Ist umgekehrt m = n und

[¢] invertierbar, so folgt [¢][¢] ' = E = [p] [p]. Also gilt Plallg] L = Plp] © Pl 1 =

PE = Plol-1e] = Plo~tle] = Plo~1] © Plyl-
Insgesamt hat ¢ eine Inverse und ist bijektiv. O

Aufgabe G21 (Matrizen von Projektionen)
Sei ¢ : R?* — R? die orthogonale Projektion auf den Unteraum U C R? mit

1 2
U :=lin 1],( o0
~1 1

Bestimmen Sie eine Matrix, welche diese Abbildung induziert.

1 2
Losung: Wir ergidnzen die Vektoren 1 Jund | 0 | zueiner Basis. Da die Vektoren
-1 1

1 2
1 | und [ 0 | eine Ebene aufspannen, finden wir einen Vektor v, der senkrecht auf

-1 1
dieser Ebenen steht. Dieser bildet mit den beiden anderen eine Basis des R3.

Bzgl. dieser Basis hat die Abbildung ¢ die Matrix

denn es ist

1 0 0
pa = 01 0],
0 0O
1 1 2 2 0
7 = , © 0 =| 0 |, undpw)=| 0
- — 1 1 0

Aufgabe G22 (Proposition 5.7.2)
Angenommen, vy, v9, . .., v, bilden eine Orthonormalbasis von V. Dann ist eine lineare Ab-
bildung ¢: V' — V genau dann orthogonal [unitir], wenn ¢(v1), p(v2),...,@(v,) ebenfalls
eine Orthonormalbasis von V ist.
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Losung: Da v1,v9,...,v, eine Orthonormalbasis ist, gilt (v;,v;) = d;; fur alle 4, ;. Ist

¢ orthogonal [unitédr], so folgt per definitionem (p(v;),p(v;)) = (vi,vj) = d;;; damit ist
o(v1),¢(v2),...,(v,) ebenfalls eine Orthonormalbasis.

Umgekehrt sei p(v1), ¢(v2), ..., ¢(vy,) eine Orthonormalbasis. Es folgt in diesem Fall (¢(v;), ¢(v;)) =
d;j. Wir zeigen, dass die Abbildung ¢ orthogonal [unitér] ist: Fiir beliebiges v = Y 7 | a4v;

und w = 2?21 Bjv; gilt folgende Rechnung (siehe 4.3.3):

(p(v), p(w)) = (O civi), (> Bjv)y = O cipp(vi), Y Bjep(v;))
=1 7=1 =1 7=1

= @Bile(wi), 0(vy)) =Y @hidi; = Y _ whi = (v, w).
b, 1,5 i=1



