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9. Ubungsblatt zur
Vorlesung Elementare Partielle
Differentialgleichungen

Ubung

Aufgabe 1 (Wirmeleitungsgleichung mit unstetigen Randbedingungen)

L. 6sen Sie folgende Warmeleitungsgleichung:

—kug;, = 0 auf R x (0,00)
u(z,0) = 0 firz<0
u(z,0) = 1 firaz>0.

Hinweis: Benutzen Sie den Ansatz u(z,t) = f(\/i—kt).

Losung: Fiir f muss gelten 2f'(y)y — f”(y) = 0 mit y := \/Z_kt' Umformen fiihrt zu

J},((g) = di In f'(y) = —2y. Also

Y 2
fly) = —1—02/ e “dz.
0

Fiir x < 0 gilt y — —oo und fiir z > 0 gilt y — oo, falls t — 0. Damit u dle Randwert-

bedingungen erfiillt, muss ¢; = % und ¢y = \/% gelten (beachte: foo —dy = 2\/7_1)
Aufgabe 2 (Wellengleichung I)

Es seien g € C%(R), k € C*(R) und u : R x R, — R sei gegeben als

T+t
gta 1)+ 9= 0]+ 5 [ Bu)dy.

r—t

N —

u(z, t) =

Dann gilt:
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a) u € C*(R x [0,00))

(a)
(b) ugp —uge =0, z€R, t >0
)
)

(c) u(z,0) =g(z), x € R
(d) u¢(z,0) = k(z), z € R

Losung: (a)+(b): Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt

x4+t
%/ﬂtmw@ — ko4t + k@ —1).

Folglich gilt

wley) = oo+t —g'@—0) + 5k + 6+ b — 1)
wnlw,y) = 3"+ +g" @~ ) + S (K +0) ~ Kz 1))
Analog dazu gilt
war,y) = (6w 0)+ g (e~ 1)+ g (ko + )~ k(x — 1)
Ualwy) = 3@ 1) +g (@ 0) 4 5K (1)~ K 1))

(c)+(d): klar

Aufgabe 3 (Wellengleichung IT)

S eien ) ein beschrinktes Gebiet und 7' > 0. Wir definieren mit 7 den Raum-
Zeit-Zylinder Qp := Q x (0,T]. Wir definieren den parabolischen Rand I'p als I'p :=
{(z,t) € OQr : t < T oder x € 0N}.

Wir betrachten die Wellengleichung

g —Au = f in Qp
u = g aufl'p
u = h auf Qx {0}.

Zeige: Es existiert maximal eine Losung.

Hinweis: Benutze die Energie-Methode aus dem Skript fiir die Warmeleitungsglei-
chung, setze aber

e(t) := %/ﬂw?(w,t) + |[Vw(z,t)*dz.
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Losung: Wir nehmen an, dass zwei Losungen w; und ug der obigen Wellengleichung
existieren. w := up — ug 16st folglich

wy —Aw = 0 in Qp
0 auf FT
wy = 0 auf Qx{0}.

w

Es gilt

—e(t) = wiwy + Vw - Vwedx

IS8
s
2

= wi(wy — Aw)dx

= 0.

2

Der Randterm, der bei der partiellen Integration auftritt, verschwindet, da w = 0 und
damit auch w; = 0 auf 9Q x [0,T]. Damit gilt fiir alle 0 <t < T e(t) = e(0) = 0 und
somit wy = Vw = 0 in Q7. Wegen w = 0 auf Q x {0} gilt w =0 in Qp.



