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7. Ubungsblatt zur
Vorlesung Elementare Partielle
Differentialgleichungen

Ubung

Aufgabe 1 (Faltung)

Die Faltung f g definieren wir als (f*g)(x) := [pn f(y)g(z—y)dy fiir alle Funktionen
f,9: R" — R, fiir die das Integral ex1st1ert

(a) Zeigen Sie: fxg=gx* f.

(b) Seien f betragsintegrierbar, g € C¥(R™, ||-||o0). Zeigen Sie: DY(f xg) = f*(D%g)
fiir |a| < k.
Hinweis: Nehmen Sie an, dass die Ableitung mit dem Integral vertauscht. Fiir
Horer der Analysis IV: Warum?

Losung:

(a) Mit der Substitution z := x — y erhalten wir
fWex—y)= [ [flx—2)9(z) - [-1].
1: Rn

(b) Mit dem Majoratenkriterium erhélt man die Aussage.

Aufgabe 2 (Regularitdt harmonischer Funktionen)

Sei ¢ € C°(R™) mit [, ¢ = 1 und suppy C B(0,1) eine radiale Funktion, d.h. es
existiert eine Funktion ¢ : R — R mit ¢(z) = @(|z|) fiir alle x € R™. Ferner sei ¢,
gegeben durch ¢ (z) := En(p( ) fiir alle & > 0. Auferdem definieren wir u. := @, *u
fiir eine harmonische Funktion wu.

Zeigen Sie mit Hilfe der Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen: v = u. €
C>(Q) fiir alle € > 0. Folglich sind harmonische Funktionen beliebig oft differenzier-
bar.
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Hinweis: Die Faltung ¢  u ist hier zu verstehen als (¢ * u)(z) = [, ¢(z — y)u(y)dy
fir z € Q.

Losung: Nach Aufgabe 1 gilt u. € C°(Q). Weiterhin ist suppp. C B(0,e) und
fB(o,s) pe = 1.

wlo) = [ o= puy
- = [ (F) uw

en B(z,e)

1 [¢ r /
= — o - u(y)dydr
=, 90(5) S (y)dy

= nzgln)u(x) /06 P (g) r*ldr

Aufgabe 3 (Fouriertransformation)

Bezeichne L'(R™) die betragsintegrierbaren Funktionen auf R™ und Co(R") := {f €
CR") : Ve >0:{z € R": |f(z)| > e} ist kompakt}. Die Fouriertransformation
F : LY(R™) — Cy(R") ist definiert durch

~ 1

FNEO) = &) = o |, )"

fiir f € L'(R"),¢ € R™. Die inverse Fouriertransformation 71 : Co(R™) N LY(R") —
LY(R") ist gegeben durch

~ 1

(F7' f)(x) = 22 Jon F(e)etede

fiir x € R™ (ohne Beweis).
Seien f,g € C¥(R"), k € N. Zeigen Sie

(a) D*Ff = (=il F(af)
(b) F(Df) = il*lg*Ff

(¢) F(AF) = —|¢2f, falls k > 2

(d) F(f+g) = @m)"* -7

Hinweis: Beachten Sie, dass auch die Umkehrung von (a) bzw. (b) gilt, d. h.ist f,z%f €
LY(Q) fiir alle |a| < k, so ist Ff € C*(R"). Analog (b).

Losung: Auch hier erméglicht die Majorisierte Konvergenz das Vertauschen der
Ableitung mit dem Integral.
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a) Fir 1 <5 <n gilt:
J g

GFNE =0; | fla)ede =i / f@)wje " de = —iF (x; ) ().
Mittels Induktion folgt die Aussage sofort.

(b) Fiir 1 < j < n gilt:

FO.0 = [ @f@)e e =~ [ f@)0 " ia = g,

Das Randintegral verschwindet, da f nach Voraussetzung kompakten Trager be-
sitzt.

(c) Dies folgt sofort aus (b).
(d) Substitution z =z — y.

/ F@)g(x — y)dyeEdz = / F@)g( — y)e e dady
n JRn n JRn
= [ 1w [ e sy
R” R™
= [ jwe iy / g(z)e " dz,
Rn Rn

Aufgabe 4 (Laplace-Gleichung auf dem Halbraum)

Eine Funktion f : R™ — R heift schnell fallend, falls lim),_ 2 f(x) = 0 fiir alle
Multiindizes a. Der Raum S(R") := {f € C*°(R"™) : D*f schnell fallend V«} wird
Schwartzraum und seine Elemente Schwartzfunktionen genannt. Sei g € S(R"™1).
Bestimmen Sie die Losung von

Au = 0 inR7%}
u = g auf ORY.

Hinweis: Wenden Sie die Fouriertranformation auf die ersten n — 1 Komponenten an.
Warum kann man die Fouriertransformation nicht auf die gesamte Gleichung anwen-
den?

Losung: Hier bezeichnet F die Fouriertransformation und fA‘die Fouriertransforma-
tion von f bzgl. der ersten n — 1 Komponenten.

Die Fouriertransformation des Gleichunssystems:
—¢Pu+02u = 0 inRY
u = g auf ORY.
Die Losung dieser gewdhnlichen Differentialgleichung lautet @ = e~ lél#ng. Folglich ist

u gegeben durch v = F~1(e~lél*n)x g Da beide Funktionen in Co(R™)N L (R™) liegen,
ist u wohldefiniert. Wegen g € C°°(R"™1) gilt u € C?(R").



