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hungenÜbungAufgabe 1 (Faltung)Die Faltung f ∗g de�nieren wir als (f ∗g)(x) :=
∫

Rn
f(y)g(x−y)dy für alle Funktionen

f, g : R
n → R, für die das Integral existiert.(a) Zeigen Sie: f ∗ g = g ∗ f .(b) Seien f betragsintegrierbar, g ∈ Ck(Rn, ‖·‖∞). Zeigen Sie: Dα(f ∗g) = f ∗(Dαg)für |α| ≤ k.Hinweis: Nehmen Sie an, dass die Ableitung mit dem Integral vertaus
ht. FürHörer der Analysis IV: Warum?Lösung:(a) Mit der Substitution z := x − y erhalten wir

∫

Rn

f(y)g(x − y) =

∫

Rn

f(x − z)g(z) · | − 1|.(b) Mit dem Majoratenkriterium erhält man die Aussage.Aufgabe 2 (Regularität harmonis
her Funktionen)Sei ϕ ∈ C∞
c (Rn) mit ∫

Rn
ϕ = 1 und suppϕ ⊂ B(0, 1) eine radiale Funktion, d. h. esexistiert eine Funktion ϕ̃ : R → R mit ϕ(x) = ϕ̃(|x|) für alle x ∈ R

n. Ferner sei ϕεgegeben dur
h ϕε(x) := 1
εn

ϕ(x
ε ) für alle ε > 0. Auÿerdem de�nieren wir uε := ϕε ∗ ufür eine harmonis
he Funktion u.Zeigen Sie mit Hilfe der Mittelwerteigens
haft harmonis
her Funktionen: u = uε ∈

C∞(Ω) für alle ε > 0. Folgli
h sind harmonis
he Funktionen beliebig oft di�erenzier-bar.



7. Übung Vorlesung Elementare Partielle Di�erentialglei
hungenHinweis: Die Faltung ϕ ∗ u ist hier zu verstehen als (ϕ ∗ u)(x) =
∫
Ω ϕ(x − y)u(y)dyfür x ∈ Ω.Lösung: Na
h Aufgabe 1 gilt uε ∈ C∞(Ω). Weiterhin ist suppϕε ⊂ B(0, ε) und∫

B(0,ε) ϕε = 1.
uε(x) =

∫

Ω
ϕε(x − y)u(y)dy

=
1

εn

∫

B(x,ε)
ϕ̃

(
|x − y|

ε

)
u(y)dy

=
1

εn

∫ ε

0
ϕ̃

(r

ε

)∫

∂B(x,r)
u(y)dydr

=
na(n)

εn
u(x)

∫ ε

0
ϕ̃

(r

ε

)
rn−1dr

= u(x)

∫

B(0,r)
ϕε(y)dy

= u(x).Aufgabe 3 (Fouriertransformation)Bezei
hne L1(Rn) die betragsintegrierbaren Funktionen auf R
n und C0(R

n) := {f ∈
C(Rn) : ∀ ε > 0 : {x ∈ R

n : |f(x)| ≥ ε} ist kompakt}. Die Fouriertransformation
F : L1(Rn) → C0(R

n) ist de�niert dur
h
(Ff)(ξ) := f̂(ξ) :=

1

(2π)n/2

∫

Rn

f(x)e−ixξdxfür f ∈ L1(Rn), ξ ∈ Rn. Die inverse Fouriertransformation F−1 : C0(R
n) ∩ L1(Rn) →

L1(Rn) ist gegeben dur
h
(F−1f̂)(x) =

1

(2π)n/2

∫

Rn

f̂(ξ)eixξdξfür x ∈ R
n (ohne Beweis).Seien f, g ∈ Ck

c (Rn), k ∈ N. Zeigen Sie(a) DαFf = (−i|α|)F(xαf)(b) F(Dαf) = i|α|ξαFf(
) F(∆f) = −|ξ|2f̂ , falls k ≥ 2(d) F(f ∗ g) = (2π)n/2f̂ · ĝHinweis: Bea
hten Sie, dass au
h die Umkehrung von (a) bzw. (b) gilt, d. h. ist f, xαf ∈
L1(Ω) für alle |α| ≤ k, so ist Ff ∈ Ck(Rn). Analog (b).Lösung: Au
h hier ermögli
ht die Majorisierte Konvergenz das Vertaus
hen derAbleitung mit dem Integral. 2



7. Übung Vorlesung Elementare Partielle Di�erentialglei
hungen(a) Für 1 ≤ j ≤ n gilt:
∂j(Ff)(ξ) = ∂j

∫

Rn

f(x)e−ixξdx = −i

∫

Rn

f(x)xje
−ixξdx = −iF(xjf)(ξ).Mittels Induktion folgt die Aussage sofort.(b) Für 1 ≤ j ≤ n gilt:

F(∂jf) =

∫

Rn

(∂jf(x))e−ixξdx = −

∫

Rn

f(x)(∂je
−ixξ)dx = iξjFf.Das Randintegral vers
hwindet, da f na
h Voraussetzung kompakten Träger be-sitzt.(
) Dies folgt sofort aus (b).(d) Substitution z = x − y.

∫

Rn

∫

Rn

f(y)g(x − y)dye−xξdx =

∫

Rn

∫

Rn

f(y)g(x − y)e−ixξdxdy

=

∫

Rn

f(y)

∫

Rn

g(z)e−i(z+y)ξdzdy

=

∫

Rn

f(y)e−iyξdy

∫

Rn

g(z)e−izξdz.Aufgabe 4 (Lapla
e-Glei
hung auf dem Halbraum)Eine Funktion f : R
n → R heiÿt s
hnell fallend, falls lim|x|→∞ xαf(x) = 0 für alleMultiindizes α. Der Raum S(Rn) := {f ∈ C∞(Rn) : Dαf schnell fallend ∀α} wirdS
hwartzraum und seine Elemente S
hwartzfunktionen genannt. Sei g ∈ S(Rn−1).Bestimmen Sie die Lösung von

∆u = 0 in R
n
+

u = g auf ∂R
n
+.Hinweis: Wenden Sie die Fouriertranformation auf die ersten n− 1 Komponenten an.Warum kann man die Fouriertransformation ni
ht auf die gesamte Glei
hung anwen-den?Lösung: Hier bezei
hnet F die Fouriertransformation und f̂ die Fouriertransforma-tion von f bzgl. der ersten n − 1 Komponenten.Die Fouriertransformation des Glei
hunssystems:

−|ξ|2û + ∂2
nû = 0 in R

n
+

û = ĝ auf ∂R
n
+.Die Lösung dieser gewöhnli
hen Di�erentialglei
hung lautet û = e−|ξ|xn ĝ. Folgli
h ist

u gegeben dur
h u = F−1(e−|ξ|xn)∗g. Da beide Funktionen in C0(R
n)∩L1(Rn) liegen,ist u wohlde�niert. Wegen g ∈ C∞(Rn−1) gilt u ∈ C2(Rn).3


