
Fahbereih MathematikPD Dr. P. Ne�K. Stavrakidis SS 200721.06.20076. Übungsblatt zurVorlesung Elementare PartielleDi�erentialgleihungenSeparationsansatz bedeutet, dass man die Funktion u in der Form u(x, y) = X(x)·Y (y)bzw. u(r, ϕ) = R(r) · Φ(ϕ) darstellt. ÜbungAufgabe 1 (RWP)Lösen Sie für a, b > 0 folgendes RWP
∆u = 0 in (0, a) × (0, b)
ux = −a auf x = 0
ux = 0 auf x = a

uy = b auf y = 0
uy = 0 auf y = bHinweis: u ist ein quadratishes Polynom von x und y.Lösung: Da keine Randbedingung für u sondern nur für die Ableitungen vorgegebenist, kann u nur bis auf Konstanten eindeutig sein.Ansatz:

u(x, y) = c1x
2 − c2xy + c3y

2 + c4x + c5y + c6Einsetzen:
uxx + uyy = 2c1 + 2c3 = 0 ⇒ c1 = −c3

ux(0, y) = c2y + c4 = −a ⇒ c2 = 0, c4 = −a

ux(a, y) = 2c1a + c2y + c4 = 0 ⇒ c1 =
1

2
uy(x, 0) = c2x + c5 = b ⇒ c5 = b

uy(x, b) = c2x + 2c3b + c5 = 0 ⇒ c3 = −1

2

c6 ist beliebig wählbar.



6. Übung Vorlesung Elementare Partielle Di�erentialgleihungenAufgabe 2 (Separationsansatz I)Lösen Sie folgende Di�erentialgleihung für u : (0, 1)2 → R

∆u = 0
u(x, 1) = x2 − x

u(0, y) = 0
u(1, y) = 0

uy(x, 0) = 0Hinweis: Die Sinus-Fourierreihe von einer Funktion f : (0, 1) → R ist gegeben durh
f(x) =

∑∞
n=1 αn sin(nπx) mit αn = 2

∫ 1
0 f(x) sin(nπx).Ferner gilt ∫ 1

0 (x2 − x) sin(nπx) = 2
(nπ)3 ((−1)n − 1).Lösung: Wir wenden das Separationsverfahren niht auf die eigentlihe PDE an,sondern auf die PDE ohne die erste Randbedingung u(x, 1) = x2−x. Dadurh erhaltenwir unendlih viele Lösungen, die wir aufsummieren. Diese Reihe vergleihen wir mitder Sinus-Fourierreihe und erhalten die Lösung.Durh den Seperationsansatz u(x, y) = X(x)Y (y) erhalten wir zwei gewöhnlihe Dif-ferentialgleihungen

X ′′ = λX, Y ′′ = −λYmit den allgemeinen Lösungen:
X(x) = Ae

√
λ + Be−

√
λ

Y (y) = Ce
√
−λ + De−

√
−λDie Randbedingungen u(0, y) = u(1, y) = 0 ergeben

X(0)Y (y) = X(1)Y (y) = 0 ∀y,so dass für jede nihttriviale Lösung X(0) = X(1) = 0 gelten muss. Deshalb gilt:
A + B = 0 , Ae

√
λ + Be−

√
λ = 0

⇒ A(e
√

λ − e−
√

λ) = 0Für A = 0 ist B = 0, und wir erhalten nur die triviale Lösung.Falls A 6= 0, muss e2
√

λ = 1 sein, d. h. 2
√

λ = 2πin bzw. λ = −π2n2, n = 1, 2, . . .Aus der Randbedingung uy(x, 0) = 0 und den gefundenen λ ergibt sih:
X(x)Y ′(y) = 0, ⇒ Y ′(0) = 0für niht triviale Lösungen.

⇒ Y ′(0) = C
√
−λ − D

√
−λ = 0, ⇒ C = D2



6. Übung Vorlesung Elementare Partielle Di�erentialgleihungenDamit haben wir
Y (y) = C(eπny + e−πny) = 2C cosh(nπy),und die allgemeine Lösung der PDE aus dem Ansatz:

u(x, y) =
∞∑

n=1

An sin(nπx) cosh(nπy).Die Koe�zienten An sind so zu bestimmen, dass u(x, 1) = x2 − x gilt. Entwikeln
f(x) = x2 − x in eine Sinus-Fourierreihe:

f(x) =

∞∑
n=1

αn sin(nπy) mit αn = 2

∫ 1

0
f(x) sin(nπx)Durh rehnen erhält man αn = 4

(nπ)3
((−1)n − 1). Damit ist

u(x, 1) =
∞∑

n=1

An sin(nπx) cosh(nπ) =
∞∑

n=1

4

(nπ)3
((−1)n − 1) sin(nπx)Durh Koe�zientenvergleih folgt:

An =
4((−1)n − 1)

(nπ)3 cosh(nπ)
.Aufgabe 3 (Separationsansatz II)Im Inneren des Einheitskreises D ⊂ R

2 sei u harmonish und auf dem Rand ∂D gelte
u(x, y) = 1 + 3y. Bestimmen Sie die Lösung u durh Übergang zu Polarkoordinatenund Separationsansatz.Hinweis: Die Darstellung der Laplae-Gleihung in Polarkoordinaten wurde in derletzten Übung behandelt.Lösung:In Polarkoordinaten x = r cos ϕ, y = r sin ϕ geht die Aufgabe über in

urr +
1

r
ur +

1

r2
uϕϕ = 0 in D

u(1, ϕ) = 1 + 3 sin ϕ auf ∂DSeperationsansatz: u = u(r, ϕ) = R(r)Φ(ϕ)

R′′(r)Φ(ϕ) +
1

r
R′(r)Φ(ϕ) +

1

r2
R(r)Φ′′(ϕ) = 0Division durh RΦ, und Multiplikation mit r2 ergibt:

r2 R′′

R
+ r

R′

R
+

Φ′′

Φ
= 03



6. Übung Vorlesung Elementare Partielle Di�erentialgleihungenDadurh erhalten wir zwei gewöhnlihe Di�erentialgleihungen:
Φ′′ + λΦ = 0 (1)

r2R′′ + rR′ − λR = 0 (2)Die Lösung der Gleihung (1) lautet:
Φ(ϕ) = A cos

√
λϕ + B sin

√
λϕ falls λ > 0

Φ(ϕ) = A + Bϕ falls λ = 0

Φ(ϕ) = Ae
√
−λϕ + Be−

√
−λϕ falls λ = 0Aus den Randbedingungen folgt, dass Φ eine 2π-periodishe Funktion ist.

Φ(ϕ + 2π) = Φ(ϕ)Damit entfallen die Lösungen für λ < 0, der Fall λ = 0 liefert die konstante Lösung
Φ(ϕ) = A, und im Fall λ > 0 muss λ = n2, n = 1, 2... gelten.Gleihung (2) ist eine Eulershe Diferentialgleihung. Mit λ = n2 erhalten wir:

r2R′′ + rR′ − n2R = 0Die Lösung ist
R(r) = Cnrn + Dnr−n für n = 1, 2, ...,

R(r) = C0 + D0 ln r für n = 0.Diese Funktionen sind harmonish in D, mit Ausname im Punkt 0. Da die Lösung in
C2(D) liegen soll, müssen alle Dn gleih Null sein. Durh Summation �nden wir dieallgemeine Lösung:

u(r, ϕ) = A0 +

∞∑
n=1

(An cos(nϕ) + Bn sin(nϕ)Koe�zientenvergleih liefert A0 = 1 und B1 = 3. Die Lösung lautet also:
u(r, ϕ) = 1 + 3r sin ϕ

4


