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6. Ubungsblatt zur
Vorlesung Elementare Partielle
Differentialgleichungen

Separationsansatz bedeutet, dass man die Funktion u in der Form u(x,y) = X (x)-Y (y)
bzw. u(r, o) = R(r) - ®(¢) darstellt.

Ubung

Aufgabe 1 (RWP)
Losen Sie fiir a,b > 0 folgendes RWP

Au = 0 in (0,a) x (0,b)

u, = —a aufz=0
u, = 0 auf r =a
u, = b aufy=0
u, = 0 aufy=25b

Hinweis: u ist ein quadratisches Polynom von x und y.

Losung: Da keine Randbedingung fiir 4 sondern nur fiir die Ableitungen vorgegeben
ist, kann u nur bis auf Konstanten eindeutig sein.

Ansatz:
u(z,y) = c12® — coxy + c3y” + caT + sy + o
Einsetzen:
Ugy +Uyy = 2¢1+2c3=0 = = —c3
ug(0,y) = cy+es=—a = =0, cq=—a
1
ug(a,y) = 2cia+cy+cs =0 =ca=3
uy(z,0) = cx+cs=0b =c=0
1
uy(z,0) = cox+2c3b+c5=0 :>03:_§

ce ist beliebig wahlbar.
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Aufgabe 2 (Separationsansatz I)
Losen Sie folgende Differentialgleichung fiir u : (0,1)2 — R

Au = 0
u(r,1) = 22 -2
u(0,y) = 0
u(l,y) = 0

uy(z,0) = 0

Hinweis: Die Sinus-Fourierreihe von einer Funktion f: (0,1) — R ist gegeben durch
f(x) =307 apsin(nra) mit o, = 2 fol f(x)sin(nmx).

Ferner gilt fol (2?2 — x)sin(nmrx) = ﬁ((—l)" —1).

Losung: Wir wenden das Separationsverfahren nicht auf die eigentliche PDE an,
sondern auf die PDE ohne die erste Randbedingung u(x, 1) = 22 —2. Dadurch erhalten
wir unendlich viele Losungen, die wir aufsummieren. Diese Reihe vergleichen wir mit
der Sinus-Fourierreihe und erhalten die Lésung.

Durch den Seperationsansatz u(z,y) = X (z)Y (y) erhalten wir zwei gewohnliche Dif-
ferentialgleichungen

X" =)\X, Y'=-)\Y

mit den allgemeinen Ldsungen:
X(z) = AeY> + BeVA
Y(y) = CeV 4 De V2
Die Randbedingungen u(0,y) = u(1,y) = 0 ergeben
XO0)Y(y) =X1)Y(y) =0 vy,
so dass fiir jede nichttriviale Losung X (0) = X (1) = 0 gelten muss. Deshalb gilt:
A+B=0, Ae+Be V=0

= A(e‘/X — e_‘/x) =0
Fiir A =0 ist B =0, und wir erhalten nur die triviale Losung.
Falls A # 0, muss e2VA — 1 sein, d.h. 2V/\ = 2min bzw. A= —72n?, n=1,2,...
Aus der Randbedingung u,(z,0) = 0 und den gefundenen X ergibt sich:

X(x)Y'(y)=0, = Y'(0)=0
fiir nicht triviale Losungen.

= Y'(0) =CV-\—Dv-\=0, = C=D
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Damit haben wir
Y(y) =C(e™¥ + e ™) = 2C cosh(nmy),

und die allgemeine Losung der PDE aus dem Ansatz:

u(z,y) = Z Ay sin(nmzx) cosh(nmy).

n=1

Die Koeffizienten A,, sind so zu bestimmen, dass u(z,1) = 2

f(z) = 2% — 2 in eine Sinus-Fourierreihe:

— x gilt. Entwickeln

00 1
flx) = Z ay, sin(nry) mit oy, = 2/ f(x)sin(nrz)
n=1 0

Durch rechnen erhdlt man a,, = ﬁ((—l)" —1). Damit ist

u(x,1) = Z Ay sin(nmz) cosh(nm) = Z (ni)?’ ((=1)" — 1) sin(nmx)
n=1 n=1

Durch Koeffizientenvergleich folgt:

A(=D" =1

An = (nm)3 cosh(nm)’

Aufgabe 3 (Separationsansatz II)

Im Inneren des Einheitskreises D C R? sei u harmonisch und auf dem Rand 9D gelte
u(z,y) = 1 + 3y. Bestimmen Sie die Losung u durch Ubergang zu Polarkoordinaten
und Separationsansatz.

Hinweis: Die Darstellung der Laplace-Gleichung in Polarkoordinaten wurde in der
letzten Ubung behandelt.

Losung:
In Polarkoordinaten x = rcos ¢, y = rsin @ geht die Aufgabe iiber in

1

Upp + ;ur + T—Qusw =0 in D

u(l,) =1+ 3singp auf 0D
Seperationsansatz: u = u(r, ) = R(r)®(p)

R/(r)®(g) + - R (1)2(¢) + 5 R)P" () =0

Division durch R®, und Multiplikation mit 2 ergibt:
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Dadurch erhalten wir zwei gewohnliche Differentialgleichungen:

"+ AP = 0 (1)
PR'+rR —AR = 0 (2)

Die Losung der Gleichung (1) lautet:

®(p) = AcosVAp+ BsinvVAp  falls A >0
P(p) = A+ By falls A\ =0
(p) = AeV M4 Be VN falls A=0

Aus den Randbedingungen folgt, dass ® eine 2m-periodische Funktion ist.
O(p +2m) = (p)

Damit entfallen die Losungen fiir A < 0, der Fall A = 0 liefert die konstante Losung
®(p) = A, und im Fall A > 0 muss A = n?,n = 1,2... gelten.

Gleichung (2) ist eine Eulersche Diferentialgleichung. Mit A\ = n? erhalten wir:
2 pl / 2D
r"R°+rR —n"R=0
Die Losung ist

R(r) = Cuyr"+Dpr™" firn=1,2,...,
R(r) = Co+ Dglnr fiir n = 0.

Diese Funktionen sind harmonisch in D, mit Ausname im Punkt 0. Da die Lésung in
C?(D) liegen soll, miissen alle D,, gleich Null sein. Durch Summation finden wir die
allgemeine Losung:

u(r,p) = Ag + Z(A" cos(ny) + By, sin(ngp)

n=1

Koeffizientenvergleich liefert Ag = 1 und B; = 3. Die Losung lautet also:

u(r,p) =1+ 3rsing



