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Kapitel 111

Stochastische Integration

Literatur:
Karatzas, Shreve (1999, Chap. 3).
Gegeben:

e I =[0,00],

vollstandiger Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2(, P)

Filtration § = (F¢)er, iibliche Voraussetzungen,

rellwertiger ProzeBl X = (X})er,

M = (Mt)tel-

1 Konstruktion des stochastischen Integrals

/XSdMS
I

analog zur Idee des Riemann—Stieltjes Integrals.

Ziel: Definiere in sinnvoller Weise

Problem: Eine pfadweise Definition ist fiir groflere Klassen von Integranden X nicht

moglich, da M in nichttrivialen Féllen von unbeschriankter Variation (s. Bemerkung
?7.77) ist.

Losung: Das [to—Integral nach M wird &hnlich dem Lebesgue—Stieltjes—Integral ein-
gefiihrt:

e Definiere [ fiir ,, Treppenprozesse” X
e Finde Eigenschaften dieser Abbildung X — [ XdM,

e die eine Ausdehnung des Integrales ermoglicht.
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1.1 Integral fiir einfache Prozesse
Idee: fab 1dM; := Mb — M,, dies nun ,linear” fortsetzen auf einfache Prozesse.
Definition 1. (i) X = (X;)es heiBt einfach, falls es

0:t0<t1<..., llth:OO

1—00

und Zufallsvariablen &; auf (2,2, P) gibt, so da8

sup sup |§;(w)| < oo
weN ieNg

und
VieNy: & §i-meBbar,

und
Xi(w) = &o(w) - Loy (t) + Zfz Lt t0)(2) - (1)
Bez.: £y — Vektorraum der einfachen Prozesse.

(ii) Fir X einfach mit Darstellung (1) setze das stochastische Integral von X bzgl.
M auf [0, t]:

L(X Zfz My, (w) = My, (w)) + &n(w) - (My(w) = My, (W), T € [tn, tnsa]
Z@- (Minspr — Min,).

i€No

Lemma 1. Sei A = (A;)er stetig und wachsend. Dann sind dquivalent
i) VO<s<t: BE(M—M)?3F)=EA— AT,
(ii) A= (M).

Beweis. (ii) gilt genau dann, wenn

O:E<Mt2_At|Ss)_MSQ_AS:E(MtQ_Ms,2|gs)_E(At_As|Ss)

Proposition 1.

(i) I;(-) ist wohldefiniert und linear auf £o,

(i) fir X € £y gilt ([;(X))ser € M und?

X)), = /Ot X2d(M

!Das rechts stehende Integral ist pfadweise als klassisches Riemann-Stieltjes-Integral definiert
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(ifi) fiir X € £ gilt

E(I(X)*) =E (/Ot X2 d(M)u) :
Beweis. ad (i): klar.

ad (ii): Fiir 0 < s < t und ¢ € Ny gilt?

E(gz : (Mt/\ti+1 - Mt/\ti)

) =& (MS/\ti+1 — Mpy,)-

Hiermit folgt die Martingaleigenschaft von I(X), und jetzt ist klar: 1(X) € 95.

Durch .
A= / XZ2d(M
0

wird offenbar ein wachsender stetiger Prozef3 definiert. Zu zeigen bleibt die Martingal-
eigenschaft von I(X)? — A. Gelte s € [tyy—1, tp| und t € [ty, tyia[, also m — 1 < n.

1. Fall: m — 1 < n. Dann

It(X) - IS(X>

=&mot - (My, = M)+ &+ (M, — My,) + & - (M, — M,,).

=m

Gelte 0 < s <t <wu < wvund sei Y beschriankt und §,-me3bar. Dann
E(Y - (M, —M,) - (M;— M;)|F.) =0
Mit Lemma 1 folgt

E((I,(X) = L(X))*|§s)

— 5(¢1 O, - M>2+253~<Mti+1—M> #0075,
= B (M0 = () + & (M = (0)e) + €+ (1) = (M) 1. )

_EQ/XQ |&>—<t—AA&y (2)

Wende nochmals Lemma 1 an.

2.Fall: m — 1 = n: Die gleiche Rechnung nur mit dem letzten Summanden.

ad (iii): Wahle s = 0 und integriere (2). O

2Fallunterscheidung; siehe auch Ubung 4.2.
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1.2 Fortsetzung des Integrals

Wir definieren zunéchst I fiir eine Klasse von Prozessen, die £y umfafit, wobei insbe-
sondere die Eigenschaften aus Proposition 1 erhalten bleiben.

Betrachte das durch
i) = [ 7 i) dd) o) ape)
definierte® MaBuy, auf (I x Q,B(I) @ A). Im Spezialfall M = W erhilt man
pw = A® P,

wobei A das Lebesgue-Mafl bezeichnet.

Definition 2. Sei X mefibar und adaptiert. Setze?

gz =2 ([ x2an.) = [ toy X2 dute.o)

[X] =) 27" (LX),

Sei £ = £5(M) der Vektoraum der progressiv mefibaren Prozesse X mit [X] < oo.

Offenbar ist
Lo C L5

Wir betrachten fortan stets die durch [X — Y] definierte Semimetrik auf £*.
Zwischenziel: £, C £* dicht bzgl. [-].

Wir erinnern an den Lebesgueschen Differentiationssatz:

Satz 1 (Lebesgue). Es sei f eine Lebesgue-integrable Funktion auf (0,00). Dann
gilt fiir Lebesgue—fast alle Punkte ¢ > 0, dafl

t
tim [ f(y) dy = f(2).
=0 Jt—p
Lemma 2. Sei X progressiv mefibar, adaptiert und beschréankt durch ¢ > 0. Weiter
sei § eine vollstindige® Filtration. Dann existiert eine Folge (X ™), ¢y von durch ¢
beschrinkten Prozessen in £y mit

t
Viel: limE(/ (Xu—XfL”))2du> = 0.
0

n—oo

31ups ist wohldefiniert, siche Génssler, Stute (1977, Kap. 1.8), alternativ Ubung 9.3.
4[X]; ist Lo-Norm von Lio,g - X bzgl. pas.
®nicht unbedingt rechtsstetige!
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Beweis.

1. Schritt: X stetig = Behauptung:

Interpolation durch Treppenfunktionen, Lebesguescher Grenzwertsatz.

2. Schritt: X progressiv mefbar = X durch stetige Fkt. approximierbar.

Setze®
SAL
V)= [ Xu)du,  ZMw) = me (V) = Yirympole)
0

fir m € N. Es gilt: Y, Z(™ sind stetig, adaptiert, und damit progressiv mebar, und
7™ ist beschrankt durch c¢. Der Lebesguesche Differentiationssatz sichert

VweQ: ( lim 20 (w) = X () A—f.s.) ,
und deshalb
lim Z™ = X \® P-fs.

m—0o0

Mit dem Lebesgueschen Grenzwertsatz folgt

t
lim E (/ (X, — Z(m™)? du) = 0.
m—00 0

Proposition 2. £, liegt dicht in £*.

Beweis. Grundidee: Im wesentlichen sagt Lemma 2 das schon fiir (M), = t; Uber-
gang zu allgemeinem (M) durch Zeitwechsel.

Schritt 1: Betrachte statt [-| nur []r (s. Beweis Lemma 2).

Schritt 2: Die beschrinkten progressiv mefibaren Prozesse liegen dicht in £ bzgl.
[-]r = nur fiir beschrénkte X € £* zu zeigen.

Sei also |Xy(w)| < C fir t € [0,T],w € ©, und sei OBdA X;(w) = 0, t > T. Weiter
sei OBdA (M) sicher” nichtfallend, dann ist ist V; := (M); + t stetig und bijektiv
[0, 0o[— [0, oo; sei fiir w € Q Ty(w) die Umkehrfunktion®. Dann folgt

o Ti(w) <s (denn Ty + (M)p, = s),
o Vs : {T, <t} ={(M),+t>s}€F, also Ty Stopzeit.
Setze Yy(w) := X1, (w)(w), &, := Fr,. &, ist vollsténdig T 1aBt schreiben als

Ty(w) = Stl<lp t Ly te<s) (W)
te_é

6Notation: V fiir max.
Tstatt fast sicher
8Das ist der Zeitwechsel
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und hieraus erhdlt man leicht, dafl Y progressiv &-—mefibar ist. Folglich diirfen wir
Lemma 2 anwenden und erhalten, dafl fiir ¢ > 0 und R € R stets ein Y € £,
existiert, sodafl

R
E/ Y, = YE[Pds <¢e/2.
0

Weil aber wegen X;(w) < C, X; =0,t > T leicht folgt, daB
E / Y;[?ds = E / Lir, <y | X7, | ds
0 0

(M)r+T
= E / | X7, |2
0

C(E (M)r+T) < o0,

IN

kann man fiir hinreichend grofles R ein Y* € £ finden mit
E/ YV, - Yi]Pds < e, Ye=0,5>s0.
0

Wir konnen Y als endliche Summe schreiben,

_60 ]1{0} _’_ngj 1 ]l]sJ 15]( )7

mit & meBbar bzgl. &, = STsj und beschriankt. Nun machen wir den Zeitwechsel
riickgéngig;

Xi =Y =% Loy (¢ +Z€31 I (t) -

j—1 ]}

Man verifiziert leicht, dafl X© meflbar und adaptiert ist. Weiter konnen wir abschétzen:

T T 0o
E/ \Xf—Xt\Qd(M>t§IE/ thE—Xth(<M>t+t)§JE/ YE—-Y|?ds<e.
0 0

0

Dummerweise ist X; kein einfacher Prozef; daher miissen wir noch zu guter Letzt
zeigen:
Behauptung: Ein Prozefl der Gestalt

553 1 ]l]Ts

1aBt sich durch einfache Prozesse approximieren.

7.,1()

=1

Dies geschieht durch Zeitdiskretisierung. Der Einfachheit halber sei 5,1 =1, s; = 2.

Setze
2mtli]

"= k; 2%]1](k—1)/2m,k/2m](ﬂ>v i=1,2,
und definiere
amtlq]
=& Ly () = &1 Ly cr—ryj2m<my Lip—1yj2m g2 (1) -
k=1
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Nun ist & §Fr,-mefBbar; damit ist & - Lyp <—1)/2m} € Fk—1)/2m, und hieraus folgt
sofort, dafl n™ € £,. Weiter ist

ne— M = & - (L om) — L)) ()

und damit ist
/ e — 0 )? d(M), < K*((M) g — (Mg, + (M)qp — (M) 1,) .
0

Die rechte Seite geht fast sicher gegen 0 fiir m — oo und ist durch 2K%(M)3 be-
schrinkt; folglich geht sie im Erwartungswert gegen 0, und also

E/ ]nt—ngn\zdtﬁ(),
0

wie gewiinscht. O

Bemerkung 1. Falls das Martingal eine glatte quadratische Variation hat, so a6t
sich noch eine groflere Klasse von Prozessen durch einfache approximieren. Es sei £
die Menge der mefibaren Prozesse X mit [X] < oco. Falls gilt: (M).(w) ist absolutstetig
bzgl. A P-f.s., so liegt £y sogar dicht in £, s.Karatzas/Shreve, p.134, Prop.2.6.

Definition 3. Fiir Y € 95 sei
Yl = B, tel

sowie

Y= 27" (LAY o).
t=1

Beachte: fiir Y € 9 ist ¢ — E(Y;?) monoton wachsend. Wir identifizieren im folgen-
den ununterscheidbare Elemente aus 9015.

Proposition 3. 9 ist ein vollstdndiger metrischer Raum bzgl. der durch (Y, Z) —
|Y — Z|| definierten Metrik.

Beweis. Ubung 10.3, s.a. Karatzas, Shreve (1999, p. 37-38). O

Wir betrachten fortan stets obige Metrik auf 95.
Satz 2. Die in Definition 1 eingefiihrte lineare Abbildung
I:Ly— MG
&8t sich eindeutig zu einer linearen Abbildung
I: g5 — MG
mit
viel: |[I(X)].=[X] (3)

fortsetzen. Es gilt wiederum

(I(X)), = / X2 d(M),. (4)
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Beweis. 1. ist auf einem linearen dichten Teilraum von £* definiert und nach Satz 1
stetig, also existiert eine eindeutige stetige lineare Fortsetzung I. : £ — 95 (Zielraum
vollsténdig), und auch (3) folgt sofort. Sei nun X™ — X in £* X" € £, und sei
0<s<t, A€F, Man erhilt’ unter Verwendung von (2)

n—oo

t
= lim // (X2 d(M),, dP
n—oo A s

t
_ / / (X, d(M), dP.
AJds
Also gilt auch fir X € £*

E((L(X) - L(X))*|3.) = B (/ X2 d( m)

/(It(X) — I(X))*dP = lim [ (L(X™) - L,(X™))*aP
A

Wende Lemma 1 an, um (I(X)); = fOt X2d(M), zu erhalten. O

Definition 4. Fir X € £* heifit (I,(X));e; das stochastische Integral (Ito-Integral)
von X bzgl. M. Bez:

t
L(X) =IM(X) :/ X, dM,.
0
Bemerkung 2. Unter den Voraussetzungen von Bemerkung 1 gilt Satz 2 mit £ statt

£*, so dafl das stochastische Integral auf £ erkldrt ist. Die in beiden Féllen giiltige
Beziehung (3) heifit Ito-Isometrie.

Wir benotigen noch eine weitere Ausdehnung der zuléssigen Integranden:
Bezeichne mit B* = P*(M) den Vektorraum der progressiv mefibaren Prozesse X mit

t
Vtel: /Xﬁd(M)u<oo P-fs.
0

Klar
Lo C L CPr

und
X stetig, adaptiert = X € P~

Es gilt £5(W) # PH(W).
Ziel: Fortsetzung des stochastischen Integrals auf 3*. Methode: Lokalisation.
Im folgenden: X € 3*. Fiir Stoppzeiten T seil®

Xt(T):{Xt, falls t < T

0, sonst.

9Aus Z, — Z in L, folgt E(1p - Z2) — E(1p - ZP).
10¢X killed at 77, im Gegensatz zu ‘X stopped at 1"
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Lemma 3. (i) Fiir Stoppzeiten S, T gelte X9, X(T) ¢ ¢ Dann folgt fiir ¢t € I
Lipnsar(X®) = Insar (X)),
(ii) Ist X € £*, so auch X und
L(XOY =Ls(X) =1,
Beweis. (i): Fiir

Z=T(XT) - 1(X) = (XD — X g

gilt
t
<Z>t :/ (quT) —X&S))Q d<M>u
0
und somit
<Z>S/\T — 0
Mit Ubung 5.2 folgt
Zt/\S/\T =0.

(ii): Ubung.
Betrachte Stoppzeitenfolge!! (T},),en mit
) VneN: T,<Th,
(ii) P-fs. lim, T, = o0,
(i) VneN: XT) ¢ g
Zut e I und w € {lim,, o T, = oo} wihle man n € N mit 7,(w) > t und setze
L(X)(w) = L(XT)(w).

Lemma 3 sichert die Unabhéngigkeit von der Wahl von n und der Stoppzeitenfolge;
weiter ist diese Definition fiir X € £* auch konsistent mit der bisherigen Definiti-
on von I;. Insbesondere folgt fiir jede solche Wahl von 7}, und X € ‘B*, dafi mit
Wahrschienlichkeit 1 gilt:

VE>0 : L(XT) - L(X) . (5)

Definition 5. Fiir X € PB* heiit (I;(X))wcr das stochastische Integral (Ito-Integral)
von X bzgl. M. Bez. wie oben.

1z B.
¢
T, = sup{t : / X2d(M), <n}
0
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Bemerkung 3. Auf diese Weise: Fortsetzung des stochastischen Integrals auf *;

I(X) ist stetig und adaptiert mit Io(X) = 0. Ferner Iizr, (X) = Liap, (X)), also
Lar, (X) € 905,

Es gilt jedoch i.a. nicht I(X) € IS, siehe Karatzas, Shreve (1999, p. 36).

Definition 6. Adaptierter Prozefl (X;)ie; lokales Martingal, falls Stoppzeitenfolge
(T)neny mit (i) und (ii) existiert, so dal X o7, Martingal fiir n € N.

Also ist I(X) fiir X € PB* ein lokales Martingal. Siehe Karatzas, Shreve (1999, Sec.
3.2.D) zur Integration bzgl. stetiger lokaler Martingale.

Bemerkung 4. Ein 'Riemannscher’ Zugang zum Ito-Integral ist auch moglich: Be-
trachte Zerlegungen 7, = {t(()m), LY it

0=t <. < tlm =1, lim ||m,,| = 0.
Kurz: t; = t . Wenn X € 915, so gilt 12

/ XydWy = lim Y X - (Wey, — Wepr)
<m
im Lo—Sinne.
Achtung: Anders als beim Riemann—Stieltjes—Integral erhdlt man andere Limiten,
wenn man statt X;m Zwischenpunkte einsetzt. Die Wahl (¢ +7},)/2 z.B. fiihrt zum
Stratonovich— [ntegml Die Wahl ¢]", die zum Ito-Integral fithrt, ist die einzige, welche
die Martingaleigenschaft des Integrals garantiert.

Satz 3. Gelte M, N € M5 und X € £*(M) sowie Y € £*(N). Dann folgt

(IM(X), IN(Y)), = /Ot X, Y, d{M,N),, tel

Beweis. Siehe Karatzas, Shreve (1999, p. 144). Diese Eigenschaft, fiir Y = 1 (also
IN(Y) = N), charakterisiert bereits das stochastische Integral, s. Revuz/Yor, p.137.

O
Satz 4. Sei M € M5, X € £5(M) und
Nt:/tXudMu, tel
Ferner sei Y € £5(N). Dann: XY € £*(M) und
/YdN /XYdMu, tel
Beweis. Siehe Karatzas, Shreve (1999, p. 145). [

Beide Satze lassen sich unprézise, aber memnomisch giinstiger in ’dx—Sprache’ merken:
(dM,dN) = d(M,N) ,

bzw.

d(/XudMu) = X, dM, .

12Karatzas/Shreve, p.156
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2 Die Ito-Formel

Viele Regeln der Ito-Integration sind analog zur klassischen Lebesgue—Stieltjes—Integration,
z.B. gilt der ‘Hauptsatz’

t
Mt:M0+/th.
0

Erstaunlicherweise ist die Kettenregel'® aber im Ito-Kalkiil falsch.

Wir betrachten Prozesse X der Form
Xy = Xo + M + By, tel, (6)
wobei
(i) Xo So-meBbar,
(i) M = (My)ier € M,

(iii) B = (Bi)iwer adaptiert, stetig mit By = 0 und von beschrénkter Variation auf
jedem kompakten Intervall.

Wir schreiben (6) mitunter auch in der unprézisen Kurzform dX, = dM,; + dB;.

Bemerkung 5. Prozesse der Form (6) sind (spezielle) stetige Semimartingale.'* Obi-
ge Zerlegung ist eindeutig bis auf Ununterscheidbarkeit. In zeit-kontinuierlichen Fi-
nanzmérkten werden Preisprozesse in der Regel als Semimartingale modelliert.

Beispiel 1. Mit N € M5, YV € £5(N), Z progressiv mebar und lokal Lebesgue-
integrierbar:

t t
X :X0+/ YudNu+/ Zy, du.
0 0
Bezeichnung: [to-Prozefl, Kurzschreibweise:

dX; =Y, dN, + Z,du .

Fiir stetige Prozesse H in B*(N) sind sowohl die Integrale ‘nach dN,,’ als auch ‘nach
dB,’ wohldefiniert (ersteres als Ito—, letzteres als Lebesgue—Stieltjes—Integral); wir
definieren daher fir X; = Xo+ M, + B;

t t t
/ H,dX, = / H,dM, +/ H,dB, .
0 0 0

Weiter setzen wirl!®

13In integraler Form: Fiir f € C!, g von beschriinkter Variation gilt
t

flg(t)) = £(9(0)) +/ f'(g(u))dg(u) -
0

1 Allgemein: M stetiges lokales Martingal.
15Dies ist auch das Ergebnis, wenn man die pfadweise quadratische Variation ausrechnet.
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Satz 5. [[to/Kunita-Watanabe| Sei f : R — R zweimal stetig differenzierbar und sei
X von der Form (6). Dann folgt

F(X0) = F(Xo) + /f dX+/f” ter

Auch diese Gleichung wird oft unprézise
df (Xe) = f'(Xu)dXy + 5 f"(Xu)d(X),
abgekiirzt.

Bemerkung 6. Insbesondere erhilt man aus diesem Satz, dafl
f(X:) wieder ein Semimartingal ist |.

Beweisskizze. Vorab: Fiir k = 1,2 sind die Prozesse f®*) o X stetig und progressiv
mefibar. Die Lebesgue-Stieltjes Integrale bzgl. dB, und d(M), sind daher pfadweise
wohldefiniert.

Betrachte Zerlegung 0 = to < - -+ < t,,, = t von [0, t]. Taylor-Entwicklung

NE

f(Xy) = f(Xo) F(Xe) = f( X, )

k=1

f/<th71) ) (th - th )t % Z f// th th,1)27

1 k=1

NE

i

wobei 7 (w) zwischen X, (w) und X3, (w). Unter geeigneten Beschranktheitsvoraus-
setzungen konvergiert die erste Summe im Quadratmittel gegen

/f dM+/f

und die zweite Summe gegen
t
/ f/l(X
0

Letzteres ist plausibel, da B glatter als M ist. Etwas genauer: fiir jede Zerlegung 7
wie oben gilt

2
V& (B;m) < sup |By, — By, |-V (Bi7) < <V2(1)(B;7T)) :

Nach Voraussetzung gilt

VweQ 3K >0: sup‘/;(l)(B;W)(w)SK.

Wir nehmen an, dafl

JK>0: sup supV;(l)(B;W)(w) < K.

weN T o
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Dann sichert der Lebesguesche Grenzwertsatz

2
lim E (Vt@)(B;wn)) —0

fir alle Folgen von Partitionen mit lim, . ||7,|| = 0. Im allgemeinen Fall: Lokalisa-
tion. Details bei Karatzas, Shreve (1999, p. 149-153). ]

Beispiel 2. Wihle f(z) = 2%, X = M = W (Wienerprozef}) und B = 0. Dann
¢
w? :/ 2W, dW, +t,
0

also .
/ W, dW, = 1/2(W2 — 1)
0

Satz 5 enthélt die Grundversion der [to-Formel. Allgemeinere Varianten, deren Be-
weise dhnlich wie der oben skizzierte verlaufen, lauten wie folgt.

Satz 6. Sei f: I x R — R mit stetigen partiellen Ableitungen
ft:f(LO)v f:c:f(()’l)a fx:c:f(og)

und sei X von der Form (6). Dann folgt
t t t
f(t, Xy) =£(0, Xo) +/ fr(u, X,,) du +/ fo(u, X)) dM,, _|_/ folu, X)) dB,
0 0 0
t
43 [ ol X)) rer
0

Nun zur Ito-Formel fiir R%wertige Prozesse X, die komponentenweise von der Form
(6) sind. Betrachte Abbildungen f : I x R? — R mit stetigen partiellen Ableitungen

FO0 mit 0 e NG, SO mit o € Nj und Ja <2
Die Bezeichnungen f;, f,, und fmj sind kanonisch. Gelte
X0 =x0+M?+BP,  telie{l,...d},

so dafl Xéi) To-meBbar, M ¢ oM, BO stetig, adaptiert mit beschrénkter Variation
auf belichigen kompakten Intervallen und B{) = 0.

Satz 7. Unter obigen Voraussetzung gilt

F(t,X0) =£(0, X0) + /0 ful, X,) du
d t d t
D) FAUSSTTES Y WRUESLE
i=1 V0 i=1 70

d t
+3 ) /0 S, (uy X)) d(MD MD),,, tel.

ij=1
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Ein niitzlicher Spezialfall ist:

Satz 8 (partielle Integration).
t t

XM x® = xV.oxP 4 / XWax® 4 / X ax® + (MmO, M@y, tel
0 0

Beweis. Tto-Formel mit f(t,z1,z) = x1 - a. O

99



