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Kapitel 1

Stochastische Prozesse

Literatur:

Revuz/Yor, Karatzas, Shreve (1999, Chap. 1).

1 Grundlegende Definitionen

1.1 Motivation
Ein mechanisches Bewegungsmodell

Ein Teilchen mit vernachléssigbarer Masse kollidiert zufillig mit vielen anderen (mas-
sebehafteten) Teilchen; wie kann man seinen zufélligen Pfad (in Newtonscher Mecha-
nik) statistisch beschreiben?

Erste Idee: Modellierung der Kollisionseffekte durch random walk: (Y;);en eine i.i.d. Fol-
ge von R3-wertigen Zufallsgrofien; 7, = Z, + Y, Ort des Teilchens nach n-ter
Kollision.

Probleme:

e Wollen eigentlich zeitliche Darstellung, keine ereignisbestimmte (n ist nicht Zeit,
sondern Anzahl der Kollisionen).

e Verteilung von Y; wie bestimmen? Verteilung von 7,7

e Schon fiir kurze Zeiten wird die Anzahl der Kollisionen enorm sein; Zahlen von
Kollisionen unpraktikabel.

Losung durch Idealisierung/Vereinfachung:
e Statt R® R! (z.B. z-Koordinate)
e X, : Ort des Teilchens zur Zeit ¢ € [0, co[; reellwertige Zufallsvariable.

e X;,;, — X;: Summe von sehr vielen unabhéingigen 'Z,” — X, — X, asym-
ptotisch normalverteilt, unabhéngig von allen X, fiir s < ¢, und die Verteilung
sollte nicht von ¢ abhidngen (wohl aber von h).
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e Symmetrieiiberlegungen: E (X, — X;) = 0.

e Skalierungsiiberlegungen: Wegen Unabhéngigkeit von (Xyyon—Xy1p) von Xy ip, Xy
und Verteilungsgleichheit von (X o, — Xyin), ((Xian — X3)) sollte gelten:

Var(Xt+2h — Xt) = var(Xt+2h — Xt+h) + Var(Xt+h — Xt) = 2Var(Xt+h — Xt)
— Var(X,, — X;) sollte linear von h abhingen.

Definition 1. Sei (2, 2(, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine (eindimensionale) Brown-
sche Bewegung (auf (1) ist eine Familie X = (X});c[0,00] von reellwertigen ZufallsgroBen
X; : © — R mit folgenden Eigenschaften:

2. Fiir alle t,h > 0 ist Xy, — Xy N(0, h)-verteilt und unabhéngig von o(X, : s <
t)h
3. Fiir jedes feste w € Q ist die Zuordnung ¢ — X;(w) eine stetige Funktion.

Frage: Existiert eine BB? Eindeutigkeit?

Drei Losungsanséitze:

(a) Konstruktiv: Man erstellt eine Folge von konkret angebbaren ’zufélligen Funktio-
nen’, zeigt, daf diese in geeigneter Hinsicht konvergieren, und dafl der Grenzwert
der Definition geniigt (Wiener/Karhunen-Loewe, Donsker)

(b) Analytisch: Man definiert ein elementares stochastisches Integral und erklért X,
als stochastisches Integral von 1o .

(¢) Generisch: Konsistenz— und Stetigkeitssatz von Kolmogorov.

Ein Modell fiir sukzessive Ausfille

In einem Produktivsystem fillt ein bestimmtes Werkteil sehr oft aus; es wird um-
gehend ersetzt, aber jeder solche Ausfall kostet Produktionszeit und Material. Der
Hersteller braucht eine statistische Beschreibung, wie sich die sukzessiven Ausfille
‘zeitlich verteilen’.

Modellierungsansatz: Z; sei die Anzahl der bis zur Zeit t ausgefallenen Teile. Dann

sollte gelten: Der Zuwachs im Zeitfenster [t,¢ + h], also Z;, — Z;, ist ndherungsweise
poissonverteilt?; weiter sollte Z,,, — Z; unabhiingig von Z,, s < t, sein®. Zusiitzlich

lo(Xs : s < t) ist die kleinste o—Algebra ', soda alle X, 21'-meBbar sind (s.Def.I1.2.3,
Rem.I1.2.2, Pr.Th. 06/07); es folgt leicht aus Cor.II1.5.1, daf} ein Zufallsgréfle genau dann von allen
Vektoren der Form (X5, , ..., X, ) mit s; <t unabhéngig ist, wenn sie von o(X, : s < t) unabhéngig
ist.

2Es gibt viele 'Moglichkeiten’ (z.B. Umliufe des Gesamtsystems), wie das Bauteil ausfallen kann,
aber bei jedem einzelnen Umlauf ist die W .keit eines Ausfalles sehr klein = Poissonscher Grenzwert-
satz

3Das ist eine eventuell kritische Vereinfachung, weil Alterungseffekte nicht beachtet werden.



sollten in einem doppelt so grolen Zeitfenster im Schnitt doppelt so viele Ausfille zu
erwarten sein; der Parameter der Poissonverteilung von Z,,, — Z; sollte daher linear
von h abhéngen. Und schliellich sind solcherart beobachtbare 'Ausfallverliufe’, als
Funktionen betrachtet, stiickweise konstant, rechtsseitig stetig und linksseitig konver-
gent.

Definition 2. Ein PoissonprozefS der Intensitdt A > 0 ist eine Familie von Zufalls-

grofien
Z; Q1 — R, t>0,

sodaf} gilt:
(i) Zy = 0.

(ii) Firt > 0,h > 0ist Z; ., — Z; Poissonverteilt mit Parameter h-A und unabhéngig
von o(Zs : s <t).

(iii) Fiir jedes feste w € Q) ist die Funktion
t— X (w)
cadlag®, d.h. an jeder Stelle rechtsseitig stetig und linksseitig konvergent.

Problem: Existenz? Eindeutigkeit?

Zwei Losungsansitze:

(a) Direkte Konstruktion (s.z.B. Sato, p.15-17).

(b) Generisch mit Konsistenzsatz von Kolmogorov.

Aktienkurse

Ein sehr einfaches diskretes Modell fiir Aktienkurse ist wie folgt: Eine i.i.d. Folge
(Y,)nen von positiven Zufallsgrofien beschreibt die relativen Kursdnderungen pro Zeit-
einheit (Wochen, Tage, Stunden,..); der Aktienkurs wird dann modelliert als

An+1 = An : Yn—i—l . (]->

Man interessiert sich fiir das Verhalten dieses Modelles, wenn man die Zeiteinteilung
immer weiter verfeinert. Dazu ist es zweckméfig, das Modell umzuschreiben: Setzt
man z.B. R, =Y, — 1, so kann man (1) umschreiben zu

AAn = (An+1 — An> = An . Rn+1 s
und wenn wir mit S den von R induzierten random walk bezeichnen®, erhalten wir

AA, = A, - AS, . (2)

4Continu & droite, limites & gauche.
Salso Sy =0, Sn+1 =5, + R4



Nun kann man sich eine Folge von 'immer feineren’ zufilligen Irrfahrten S? vorstellen,
zu denen man jeweils passend eine Aktienkurssimulation gemé8 (2) erstellen kann. Es
stellt sich sofort die Frage, ob man die Irrfahrten so wihlen kann, dafl die Kurssimula-
tionen in einem geeigneten Sinne konvergieren, und ob man ein zeitstetiges ’Analogon’

der Gleichung (2) der Art
dAt - At . dSt (3>

fiir die Grenzprozesse erklaren und beweisen kann. Dies fiithrt unmittelbar zur Idee
stochastischer Differentialgleichungen.

1.2 Stochastische Prozesse, Pfadraum, Verteilung

Sei

e (02,2, P) Wahrscheinlichkeitsraum,
e (5,6) mefbarer Raum,
o [ £
Definition 3. Eine Familie X = (X});c; von Zufallsvariablen
X :Q— S, tel,

heiBt stochastischer Prozefl (mit Zustandsraum S (genauer (S,&)) und Parameter-
menge [ (auch ’auf I’ oder ’iiber’ I)).

Fiir uns relevantester Fall: I C R, z.B. I = [0,00[ oder I = [0,T], S = R% Im
folgenden sei stets Sei X = (X});es ein stochastischer Prozefl mit Zustandsraum S.

Definition 4. Die Abbildung
U:Q— St w — (Xe(w))eer

heiBt Pfadabbildung; fiir jedes w € Q heifit U(w) = (Xi(w))ser ein Pfad (Realisierung,
Trajektorie) von X.

Wir sagen kurz® , daB X stetige/mefibare/ beschriinkte/integrierbare.. Pfade hat,
wenn alle Pfade von X stetig/mefibar/beschrénkt/integrierbar sind.

Bemerkung 1. Wir bezeichnen mit &! die Produkt-o-Algebra auf S?, vergleiche
Def.I1.3.1 in Pr.Th. 06/07. Der mebare Raum (S?, &) wird auch Pfadraum genannt.
Aus Cor.I1.3.1 in Pr.Th. 06/07folgt sofort, dal U 2-&’— mefbar ist; genauer gilt
sogar, daf3

oU)=U"6")={U"'(B) : BeE&'} =0(X, : s€I).

6Manchmal sagen wir auch ganz kurz, da8 S stetig/beschrinkt/.. ist.



Definition 5. Das Verteilungsgesetz Py von U (also das Bildmafl von P unter U)
heifit die Verteilung von X (auf/in dem Pfadraum). Fir n € N, t,...,t, € I heifit
Pththn eine endlichdimensionale Randverteilung.

Bemerkung 2. (a) SeiJ C [ endlich. Betrachten wir auf dem Pfadraum die kano-

(c)

nische Projektionsabbildung 7 (7, J) : ST — S7, so ist das Bildma$ der Vertei-
lung von X unter 7 gerade die Verteilung von (X;);cs (also bei J = {t,...t,}
gleich” P Xip oo th)). Sind zwei Prozesse X, Y gegeben, deren endlichdimensionale
Verteilungen sédmtlich {ibereinstimmen, so folgt hieraus leicht, dal die Verteilun-
gen von X und Y auf der Algebra der mefibaren Rechtecke (s.Def.I1.3.1, Pr.Th.
06/07) tibereinstimmen; daraus ergibt sich aber (s.Thm.I1.4.4, Pr.Th. 06/07),
dafl die Verteilungen von X und Y identisch sind.

Jeder stochastische Prozefl X mit Pfadraum S erzeugt durch die Pfadabbildung
in kanonischer Weise ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf (S7, &7); ist umgekehrt
ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf (ST, &7), so definiert die Koordinatenabbildung

X, : 8" — 8, Xi(w) == w(t)

einen stochastischen Prozefl mit Zustandsraum S und Verteilung im Pfadraum
. Man hat also eine Korrespondenz zwischen stochastischen Prozessen und
Wahrscheinlichkeitsmaflen auf dem Pfadraum, véllig analog zur Korrespondenz
zwischen Zufallsvariablen und Wahrscheinlichkeitsmaflien. Das ist insbesondere
niitzlich, wenn man die Existenz von stochastischen Prozessen mit gewissen
Eigenschaften zeigen will.

Mit Hilfe der Verteilung von X lassen sich alle Fragen

Allerdings werden nicht alle Eigenschaften eines Prozesses (z.B.Stetigkeit der
Pfade) von der Verteilung bestimmt, s. dazu Bemerkung 3.

Definition 6. (i) Zwei stochastische Prozesse X und Y mit gleichem Zustands-

(i)

(iii)

raum S heiflen identisch verteilt (oder haben die gleichen endlichdimensionalen

Verteilungen), kurz X 2 Y, wenn ihre Verteilungen auf dem Pfadraum iiber-
einstimmen.

Zwei stochastische Prozesse X, Y mit gleichem Zustandsraum, die auf dem glei-
chen Wahrscheinlichkeitsraum(€2, 2, P) definiert sind, heiflen Versionen vonein-
ander

= APX, =Y) =1.

tel
XY wie in (ii) heifien ununterscheidbar, falls P-f.s. gilt:®

/\Xt:Yt.

tel

"Ein kleiner Unterschied liegt darin, da8 wir auf S” keine Anordnung ausgezeichnet haben.
8Erinnerung: Das heifit, dafl ein Qy € 2 existiert mit P(Qg) = 1, und derart, daB fiir alle w € €
die Bedingung gilt. Die Menge der w, sodal X;(w) = Y;(w) fiir alle ¢, muB i.A. keineswegs mefbar

sein!



Wir schreiben kurz, X hat eine stetige/beschrinkte/.. Version, wenn eine Version Y’
von X existiert, sodal Y stetige/beschrinkte/.. Pfade hat.

Bemerkung 3. (a) Offenbar gilt 'ununterscheidbar = Versionen = identisch ver-
teilt’; die Umkehrungen gelten aber nicht. Beispielsweise ist der Prozef3

Xt : ([07 1]’%([0’ 1]7 )‘) —R 7Xt<w) = ]l{t}(w)

eine Version des Nullprozesses Y;(w) = 0, aber nicht ununterscheidbar hiervon;
im Gegenteil gilt sogar

{w te/\IXt(w)—o}—(Z).

Man beachte auch, dass zwar X und der Nullprozefl die gleiche Verteilung ha-
ben, aber der eine nur unstetige Pfade, der andere nur stetige Pfade besitzt.
Allerdings hat X eine stetige Version, d.h., es gibt eine Version mit stetigen
Pfaden.

(b) Sind X,Y Versionen voneinander, und haben XY stetige Pfade, so sind X,Y
ununterscheidbar (s. Ubung).

1.3 Der Kolmogorovsche Konsistenzsatz
Sei
e (02,2 P) Wahrscheinlichkeitsraum,
e (S,6) meBbarer Raum,
o [ £
Wir setzen PBo(I) := {J C I : #J < oo}, und setzen
n(1,J): 8" — 87, (f())eer = (f())te -

Ein stochastischer Proze X = (X});e; mit Zustandsraum (5, &) erzeugt durch die
Definition

My = P(Xt)teJ ) J € ‘30(1) ’

stets eine Familie (y17) ep,(r) von Wahrscheinlichkeitsmafien iy auf (S7,&7); diese
Familie ist konsistent? im folgenden Sinne: Fiir J; C Jy gilt puy, = pg, o 71 (J1, Jo).

Ziel dieses Anschnittes ist es, die Umkehrung fiir ”schone” Zustandsrdume zu zeigen.

Satz 1. [Daniell 1918, Kolmogorov 1933] Sei S ein vollstandiger separabler metrischer
Raum mit & = B(5); ferner sei (117) jeq,(r) eine konsistente Familie von Wahrschein-
lichkeitsmaflen. Dann existiert ein (in Verteilung eindeutig bestimmter) stochastischer
ProzeB X, soda8 (jis)sep,(r) die Familie der endlichdimensionalen Verteilungen von
X ist.

9Diese Eigenschaft wird auch projektiv genannt.
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Man sieht mit Hilfe von Bemerkung 1 sofort ein, dafl dies gleichbedeutend ist mit dem
folgenden Satz:

Satz 2. [Daniell 1918, Kolmogorov 1933] Sei S ein vollstandiger separabler metrischer
Raum mit & = B(S); ferner sei (1) jeq, (1) eine konsistente Familie von Wahrschein-
lichkeitsmafien. Dann existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsma$ p auf (S, &) mit

py = pom NI, J) fiir alle J € Po().

(Man vergleiche dies Ergebnis mit den schon bekannten Ergebnissen fiir
(i) Produktmafle: I, (S, &) beliebig — Prozefl aus unabhéngigen Variablen;
(ii) Markov—Kerne: I = N, (S, &) beliebig (Ionesa—Tulcea);

siehe Kap.IL.8 in Pr.Th. 06/07.)

Zur Vorbereitung des Beweises benotigen wir ein paar Hilfsséitze:

Satz 3. (AuBere Regularitiit von Borelmafen)
Es sei (M, d) ein metrischer Raum und v ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (M, B(M)).
Dann gilt

v(A) =inf{r(0) : O D A, O offen} =sup{r(C) : C C A, A abgeschlossen} .

Beweis. Sei 2 das System aller Mengen A € B(M), fiir die obiges gilt. Dann ist 2
komplementstabil und S € . Weiter enthélt 2 alle abgeschlossenen Mengen: Ist A
abgeschlossen, so gilt offenbar

v(A) <inf{r(0O) : O 2D A, O offen} ;
umgekehrt gibt es eine Folge von offenen Mengen O,,, z.B. O,, := {x : d(z, A) < 1/n},
sodaBl O, \, A, und damit folgt

v(A) =inf{r(O) : O 2D A, O offen} .

SchlieBlich zeigen wir noch, dafl 2 abgeschlossen ist unter abzédhlbaren Vereinigun-
gen; hieraus folgt sofort, daf§ 2 eine o—Algebra ist und somit gleich B (M), und also
die Behauptung. Seien also A; € 2 und ¢ > 0, so finden sich offene O; O A; und
abgeschlossene C; C A; mit

Wahlt man nun ig so, dafl
I/(U O;\ U O;) <e/2,
i i<io

so folgt |U,;, Ci € U; Ai € U, Oy, und

V<U oA\ ci) < u(<U o\ J o) + Z V(ONGy) < e .

Dies impliziert - -
v(JoaUa) +r(JanUe) <e.
i i i i<io

und somit ist | J, A; € 2. O



Satz 4. (Innere Regularitidt von Borelmaflen)
Es sei M ein vollstéandiger separabler metrischer Raum und v ein Wahrscheinlichkeits-
maf auf (M,B(M)). Dann gilt

v(A) =sup{r(C) : C C A, C kompakt} .
Beweis. Wir zeigen zunéchst, dafl ¥ Radonsch ist, also
sup{r(C) : C C M, C kompakt} =1. (4)
Sei (m;)ien dicht in M. Bilde
Bui={meM : dim,m;) <1/n},i,neN.

Sei nun ¢ > 0 beliebig und n € N fest. (B,,;)ien iberdeckt M. Wihle i,, = i,(¢) € N
mit

1/(]\/[\ U Bnﬂ) <eg-27".
i=1
Sei B:=(2, Uz’;l B, ;. Dann

v(M\B) <v(M\N) <> w(M\| JB.;) <e.

n=1 =1

Um (4) zu folgern, miissen wir noch zeigen, da8 B kompakt ist. Dazu zeigen wir,
daB jede Folge in B eine Cauchy—Teilfolge enthilt. Sei also (z;);en € B. Dann ex.
iy €4{1,...,01},s0daB [{i € N : z; € By;}| = co. Man kann also eine Teilfolge aus
z; auswihlen, die stets in By ;; liegt. Durch Iteration und das klassische Diagonalisie-

rungsargument bekommt man so eine Folge von Indices i} und eine Teilfolge (y,,) von
(2;), welche fiir alle m < n erfiillt: y,, € B, ;- . Hieraus folgt wegen diam (B,,;) < 1/m
sofort, daf y,, eine Cauchyfolge ist. Weil M vollstandig ist, existiert ein Grenzwert fiir
Y, in B. Also ist B kompakt, und (4) folgt. Nun sei A € B(M) beliebig; nach Satz
3 existiert fiir € > 0 eine abgeschlossene Menge C' C A mit v(A\C') < . Wegen (4)
gibt es auch eine kompakte Menge K C M mit v(M\K) <e. D:=CNK C A ist
kompakt, und
v(A\D) < 2¢.

Weiter benotigen wir zwei Lemmata iiber metrische Rdume.

Lemma 1. Ist S ein vollstdandiger separabler metrischer Raum und J eine endli-
che Menge, so ist S”, versehen mit der Produktmetrik, ein vollstindiger separabler
metrischer Raum, und B(S)7 = B(S7).

Beweis. (vgl. auch Thm.I1.3.3 in Pr.Th. 06/07.) Die einzig nichttriviale Aussage ist
die letzte. Weiter gilt (ganz ohne Voraussetzungen), da§ B(S)7 C B(S”), denn Pro-
dukte offener Teilmengen von S sind ein Erzeugendensystem von B(S5)™ (s.z.B. Thm.I1.3.1(ii)



in Pr.Th. 06/07). Fiir die umgekehrte Inklusion sei 0.E. S7 = S™ und (m;)ey dicht
in S; dann ist die Menge

B = {B(mi,q) . ieNyge Q}
eine abzihlbare Basis der Topologie von S'°; ferner ist B™!! eine abzihlbare Basis der
Topologie von S™. Dies impliziert
B(S") = o(B") ; (5)
da offenbar B™ aus meflbaren Rechtecken besteht, hat man weiter
B" CB(S)"
und mit (5) folgt B(S™) C B(S)". O

Lemma 2. Es sei I # () und J,, € Po(I). Weiter seien K,, C S/ kompakt, und wir
setzen

Y, = ﬂw (I, J)(

Falls fiir jedes n € N gilt, daf Y,, # (Z) ist, so ist ), Y # 0.
(Dies verallgemeinert den Cantorschen Durchschnittssatz im Falle I = {t}.)

Beweis. Es sei (y,)nen eine beliebige Folge mit y,, € Y,,. Fir t € J, und m > n ist
Ym € Y,, also folgt

Ym(t) = 7 (Jn, {t})[7 (1, Jn) @ )| € m(Jn, {t}) () -

er1(1,Jn)(Kn)) kompakt

Setze J = |J,—, J,. Wir kénnen nun wieder durch iterative Teilfolgenbildung und
Diagonalisierung eine Teilfolge y,,, bilden, soda8 fiir jedes ¢t € J die Folge yy, (t) kon-
vergiert; wir definieren Z € S7 durch

Z(t) = llggo Un, (1) tedJ.

Nun withlen wir ein beliebiges z € ST mit 7(1I, J)(2) = Z; nun folgt leicht (2;)ics, € Kp
aufgrund der Abgeschlossenheit von K,, und damit z € ), Y. O]

Beweis von Satz 2. Die Eindeutigkeit folgt aus Bemerkung 1;
Existenz: Wir definieren zunichst einen passenden Inhalt auf einer & erzeugenden
Algebra, und zeigen, daf3 dieser Inhalt stetig in der leeren Menge ist. Dann 148t sich
nach dem Satz von Caratheodory der Inhalt zu einem Mafl auf &' fortsetzen.
Fiir J € Po(7) sei 2y das System von Mengen der Form 7—(I, J)(B)S™ mit B € &7,
Auf 2 ; definiert
s (7 (1, J)(B)) i= s (B)
10D h., da jede offene Menge Vereinigung von Elementen von B ist)

"UHier ist das kartesische Produkt gemeint
12also genau die Mengen, die in den .J-Koordinaten mefibar festgelegt sind
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ein Wahrscheinlichkeitsmafl. Wir betrachten nun die Algebra

Gé = U Q[J .
JePo(I)

Sicher ist 6 C &', und da die mefibaren Rechtecke in &} liegen, folgt &7 = o(&]).
Wegen der Konsistenz der Familie ist fijg, := fi; wohldefiniert’® und ein Inhalt auf
G!. Nun zeigen wir Stetigkeit in der leeren Menge: Seien Z,, € & mit Z,, \, 0.

Annahme: inf, i(Z,) = a > 0.
Es sei Z, = 7~ Y(I, J,)(B,) mit B, € &’». OBdA kénnen wir J; C J, C ---
voraussetzen. Nach Lemma 1 und Satz 4 existieren kompakte Mengen C,, mit
wr, (B, \Cp) < 27"a. Setze K,, = 7 '(1, J,)(C,,), dann folgt

W(Z\K,) < 27"

Da K, C Z,, folgt auch Y, = U, Ki C Z,. Andererseits ist Z,\Y, C
Ui<n Zi\Ki, und daher folgt
i Zn) — i(Yn) < (| J(Z\K)) < AlZ\K:) < .
i=1
Da ji(Z,) > «, folgt hieraus fi(Y,) > 0, und damit Y, # 0 fiir jedes n. Aus
Lemma 2 folgt nun (), Y, # 0, ein Widerspruch.

Also ist fi stetig in der leeren Menge. Nach Thm.I.4.1 in Pr.Th. 06/07ist i ein
PrémaB; nach dem Satz von Caratheodory (Thm.I1.4.3 in Pr.Th. 06/07) kann man
fi also zu einem Ma8 p auf o(&]) = &' fortsetzen. Nach Konstruktion ist offenbar
porm YI,J)=puy. [

Definition 7. In der Situation von Satz 2 nennen wir p den projektiven Limes der
Familie (py), pp = limy .

Bemerkung 4. Aus Ubungsaufgaben 1,2 lassen sich mit obigem Satz sofort eine
reiche Klasse von Prozessen konstruieren. Es sei hierzu I # ) und C' : [ x [ — R
symmetrisch und nichtnegativ definit'* Nach Ubung 1, Teil (d) existiert fiir jede end-
liche Teilmenge J (genau) eine Normalverteilung p; = N(0, (C(t, 5));.sc); man sieht
mit Teil (c) sofort, dafl diese Familie konsistent ist. Folglich existiert ein zentrierter
GauBprozefl X auf I, sodafl Cov (X, X;) = C(t,s). Umgekehrt 148t sich leicht zeigen,
daB fiir jeden reellwertigen ProzeB Y die Kovarianzfunktion C(t,s) := Cov (Y, Y)
symmetrisch und nichtnegativ definit ist. (Offenbar teilen sich also viele Prozesse die
gleiche Kovarianzfunktion.) Insbesondere existiert ein Gauiproze X = (X;);>¢ mit
Cov (X¢, X5) = min{s, t}. Das ist trotz Aufgabe 2, Teil (b), aber nicht unbedingt eine
Brownsche Bewegung, da die Stetigkeit der Pfade nicht gegeben sein muf.

13Denn man rechnet mit der Konsistenz leicht nach, daf z.B.

oy (L, J U{EH(B x 8) = fyn~ (1, J)(B) .

1D h., daB jede Matrix (C(t,s))t.ses, J endlich, nichtnegativ definit ist. Dies zu priifen, ist oft
allerdings nichttrivial.
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Eine andere Anwendung ist die Existenz von Prozessen mit unabhéngigen Zuwéchsen.

Definition 8. Sei I = [0,00[, X = (X})ies ein stochastischer Prozefi auf (2,2, P)
mit Zustandsraum (R?, B(R?)).

(i) X hat unabhingige Zuwdichse (Inkremente), falls fir alle n € N und 0 < ¢y <
.- < t, die Folge X;, — Xy, ..., Xy, — Xy, , unabhéngig ist.

(ii) X hat stationdre Zuwiéchse, falls fiir alle 0 < s < ¢ gilt: X; — X 4 Xy — Xp.

Beispiel 1. Brownsche Bewegung und Poissonprozefl (so sie denn existieren) sind
Beispiele fiir Prozesse mit stationdren und unabhéngigen Zuwéchsen.

Sei X ein Prozefl mit unabhéngigen Zuwéchsen; setze vy, := Px,—x,, 0 < s <.
Bemerkung 5. (i) Offenbar gilt vs; = v, x4, 0 <s<r <t.

(ii) Falls X, = 0 f.s. , so ist die Verteilung von X schon durch (v,;) eindeutig
bestimmt, denn fiir 0 =t5 < ... < t, ist

(th, e 7th> - En(th — Xto; P ,th — thfl) 5
wenn man
¥, R* - R” En((Ti)i<n) = ((Z i) )i<n
setzt. Also
Psz---vth = (Vthto Kook thytnfl) © E;I :

Satz 5. Sei (;4)o<s<t eine Familie von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (R?, B(R?)).
Es gelte
VO<s<u<t Vst = Usay * Uyt - (6)

Dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P) und ein darauf definierter sto-
chastischer ProzeB X = (X;);e(0,00f mit Zustandsraum (R, B(RY)), sodaB

(i) Xo =0.
(ii) X hat unabhéngige Zuwichse.
(ili) VO <s <t : Px,_x, = Usy.
X ist durch diese Forderungen in seiner Verteilung eindeutig bestimmt.
Beweis. Mit X, wie oben setzen wir fir J = {t1,...,t,}, t; < tit1,
[y =V o%- %V 4 )0 Z;l .

Mit leichter Miihe zeigt man, dafl dies eine projektive Familie ist; nun verbleibt, Satz
1 anzuwenden. ]
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Ein Spezialfall sind Prozesse mit unabhéngigen und stationéiren Zuwéichsen mit X, =
0, bei denen Px,_x, = Px, . gilt. Hier wird X in seiner Verteilung schon durch
Vi := 1o bestimmt; die Familie (14) heifit Faltungshalbgruppe (v % v = viys).

Beispiel 2. (a) Sei A > 0. Mit v, = Poi(At) hat man vy v, = v (s.2.B. Ex.IV.3.3
in Pr.Th. 06/07); nach Satz 5 existiert somit ein Proze Y = (Y});>0 mit un-
abhingigen Zuwéchsen und Y., — Y; < Poi(Ah). Dieser Prozefl hat offenbar
monoton wachsende Pfade; wir konstruieren nun eine Version dieses Prozesses
mit cadlag—Pfaden. Fiir jedes feste t > 0,w € €2 sei nun Zy(w) = 0 und

Z, = limY, ;
t(w) 81;2 (W) ;
dann ist Z = (Z;)i>0 ein Prozefl mit rechtsstetigen Pfaden; man rechnet leicht
nach (s.Ubung), daB Z eine Version von Y ist, und damit ein Poissonproze8.

(b) Aus dem Poissonprozef lassen sich leicht allgemeinere Sprung-/Zéhlprozesse
konstruieren, die ‘compound Poisson processes’ ("verbundenen/gemischten’ Pois-
sonprozesse). Der einzige Unterschied zum Poissonproze$ ist der, da3die Sprunghchen
nicht mehr deterministisch 1 sind, sondern zufillig (und unabhéngig von den
Sprungzeiten) ausgewiirfelt werden.

(c) Die I'"Verteilung,

F.o(B) = -/B | [xc_le_‘m dx, c,a >0
N]0,00

hat die Faltungseigenschaft I';, o * I'c, o = I'c;4¢y.o- Daher ist fiir feste a, A > 0
die Familie

V1= F)\t,a
eine Faltungshalbgruppe, und es existiert folglich ein stochastischer Prozef§i X
mit Xy = 0 und unabhéngigen, stationaren Zuwéachsen X;,, — X; ~ 'y 0. Auch
hier 148t sich zeigen, dafl X eine Version mit cadlag-Pfaden besitzt; das ist aber
etwas aufwéndiger.

Wir wiirden nun gerne mehr iiber den Poissonprozefl lernen; zum Beispiel interessiert
uns die Folge der Sprungzeiten

Sh ::inf{t>0 : Zth}

und der Wartezeiten

gn = Sn - Sn—l (SD = O) .

Da offenbar & > t < Z, = 0, hat man

P(§1>t|£1>8) = PZt:0|ZSZO)



hieraus ergibt sich leicht, dafl & exponentialverteilt ist mit Parameter A. Die Un-
abhéngigkeit der Zuwéchse von der Vergangenheit suggeriert nun, dafy die ganze Folge
(&n)nen eine i.i.d. Folge sein sollte; genauer wiirde man anhand der Modellierungsidee
erwarten, dafl der Prozel (Z;15, — Zs, )i>0 wieder ein Poissonproze der Intensitiat A
und unabhéngig von S ist; & ist dann die erste Sprungzeit dieses neuen Prozesses,
wiére also i.i.d. zu &;. Die Fragen, die sich hier aufdrangen, sind:

(i) Darf man iiberhaupt Zg, etc., als Zufallsgrofie auffassen? MeBbarkeit?

(ii) Sicher gilt nicht fiir alle 'zufélligen Zeiten’ S = S(w), daB (Z;15 — Zg)i>0 wieder
ein von S unabhéngiger Poissonprozef} ist; fiir welche Art von ’verniinftigen’
'zufélligen Zeiten’ kann man so etwas sagen?

(iii) Allgemeiner wiirden wir gerne sagen, dafl ein Prozefi wie der Poissonprozefl oder
die Brownsche Bewegung, ’ab’ einer 'zufalligen Zeit” betrachtet, in seiner zukiinf-
tigen Entwicklung nicht von der "Vorgeschichte’ abhéngt; was sind die richtigen
Begriffe und Konzepte, um dies exakt und nutzbringend zu formulieren?

Diese Fragen fiihren auf natiirliche Weise zu den Konzepten einer Filtration (*Vor-
geschichte’), einer Stopzeit ('verniinftige zuféllige Zeit’) und der Markoveigenschaft
("Unabhéngigkeit von der Vorgeschichte’).

1.4 Filtrationen

Seien nun

o (02,2, P) Wahrscheinlichkeitsraum,

o ICR (zB.1=1[0,T],=0,00]),

e (S,6) Mefiraum,

e XY S—wertige Prozesse auf I, definiert auf (2,2, P).

Definition 9.
(i) Eine Filtration (auf I iiber (2,2, P)) ist eine Familie § = (§;)ter von o-Algebren
Vs,tel: s<t = §; 35
(ii) X heit F-adaptiert, falls fur alle ¢t € I gilt: X; §;-G-mefibar.

(iii) Die kanonische Filtration zu X ist
FX=0({X,:5<t}), tel.

Bemerkung 6. Offenbar ist F* die kleinste Filtration, zu der X adaptiert ist.
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Bemerkung 7. Es Sei I = [0, 00] oder I = [0,T]. Fiir ¢t € I sei
U, : Q — S04 U(w)) == (Xs(w))s<t

die eingeschrinkte Pfadabbildung. Dann sieht man leicht, da o({U;}) = §;*. Fiir
V 1 Q — R zeigt dann das Faktorisierungslemma (Thm.I1.2.8 in Pr.Th. 06/07), dafl
eine Abbildung V : Q — R genau dann §-B(R)-meBbar ist, wenn V = g((X,)s<t)
mit einem G%4-B(R)-meBbaren g. Intuitiv formuliert:

5 —meflbare Abbildungen sind genau die, welche nur die Infor-
mation iiber X bis zur Zeit ¢ benutzen.

Dies rechtfertigt die Ansicht, Filtrationen 'codieren’ die zur Zeit ¢ 'verfiigharen’ In-
formationen. Wieder intuitiv:

Eine Abbildung nutzt das durch § codierte Wissen iiber Ge-
schehnisse hochstens bis zur Zeit ¢ genau dann, wenn sie §;,—
mef3bar ist.

Im folgenden sei I = [0, co[. Gegeben: Filtration § = (§¢)ier in .

Allgemein ist fiir einen stochastischen Prozef3 X nicht klar, ob z.B. das "Ereignis’ A; =
{Xs < 1Vs € [0,t]} meBbar ist; die folgende Definition ist eine Art Minimalforderung,
die solche Figenschaften garantiert.

Definition 10.
(i) X heifit mefibar, falls
IxQ—S (tiw)— X (w)
(B(I) ® A)-S-meBbar ist.
(ii) X progressiv mefbar (bzgl. §), falls fiir jedes ¢ > 0 die Abbildung
0,t] x Q2 — S, (s,w)— Xs(w)
(%B([0,1]) ® Ft)-G-meBbar ist.

Bemerkung 8. (a) Ist X mefibar, so ist nach Fubini auch fiir jedes feste w die
Abbildung t +— X;(w) mefibar; X hat also meBbare Pfade. Die Umkehrung gilt
i.A. aber nicht.

(b) Ist X progressiv meBbar, so ist auch fiir jedes feste ¢ die Abbildung X;(-) : Q@ — S
§i—G-—meBbar; folglich ist X § adaptiert. Auch hier ist die Umkehrung falsch.
Ferner ist fiir jedes A € &

{(thw) e IxQ = X,(w) € A} = {(s.0) €[0,6] x Q : X,(w) € A} € B([0, ]2 ,

teN €B([0,)

und also ist X auch mef3bar.
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(c) Man kann mit ein wenig Aufwand zeigen: Ist X mefibar und adaptiert, so exi-
stiert eine progressiv mefibare Version von X (s. Karatzas/Shreve, p.5). Ist man
also an der konkreten Version von X nicht interessiert, sind die Konzepte im
wesentlichen austauschbar.

Proposition 1.
X adaptiert und rechtsseitig (linksseitig) stetig = X progressiv mef3bar.

Beweis. Im Falle rechtsseitiger Stetigkeit. Fixiere ¢ > 0, setze IJ” = {0} und I\ =
J(k—1)/2" -t k/2" -t] fir n € Nund k = 1,...,2". Definiere

XM (W) = Xgjoni(w), falls s € I,in).

S

Dann folgt fiir alle w € Q und s € [0, ¢]

lim X" (w) = X,(w).

n—oo

Ferner gilt fiir B € &

{(s,w) €[0,4] x 2: X (w) € B} = | J{(s,w) € [[") x Q1 Xpypna(w) € B}

= J (1" x { Xz € BY) € B(0, 1) @ 5.
k=0

]

Im Folgenden werden wir manchmal eine gewisse ’Stetigkeit im Erkenntnisgewinn’
brauchen:

Definition 11. § heifit rechtsseitig stetig, falls

Viel: Fi=[)Fe

e>0

Bemerkung 9. Offenbar ist fiir jede Filtration § durch

S;gk = ﬂ Stre

e>0

eine rechtsstetige Filtration §* definiert, die § verfeinert, also F; C F erfiillt.

Beispiel 3. Ist P(R = +1) =P(R = —1) = 1/2, und ist X; = R - ¢, so ist §* nicht
rechtsstetig in 0: Xy = 0, also F§ = {0,Q}; fiir t > 0 ist aber §X = o(R) # Fi.
Das entspricht dem ’spontanen Erkenntnisgewinn’ iiber R, sobald ¢ > 0. Das Beispiel
zeigt auch, daf} stetige Prozesse keine rechtsstetigen kanonischen Filtrationen erzeugen
miissen.
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1.5 Stopzeiten

Oft wird bei Beobachtung eines zufilligen Prozesses auf das Eintreten eines vom Prozefiver-
lauf abhéngigen Ereignisses gewartet. Zur Modellierung solcher Ereignisse werden Stopzeiten
erklart und untersucht.

Sei § = (F¢)e>o Filtration tiber (2,2, P).
Definition 12. Eine Abbildung 7' : 2 — I U {oo} heifit
(i) T Stopzeit (bzgl. §), falls

Viel: {T<t}eg.

(ii) T optionale Zeit (bzgl. F), falls
Viel: {T<t}egF.

Bemerkung 10. (a) Fiir 7' beliebig definiere X} := 1{7<;; dann ist T § Stopzeit
genau dann, wenn X7 F-adaptiert ist (s. Ubung). Analog ist 7" optionale Zeit
genau dann, wenn X/ := 17«4y S—adaptiert ist.

(b) Betrachte die kanonische Filtration §* beziiglich eines Prozesses. Genau dann
ist T Stopzeit bzgl. §¥, wenn fiir jedes t € I eine Menge B € G4 mit

{T<t}={we: X-(W)l[(),t] € B}

existiert, siche Bemerkung 7. T is also §*-Stopzeit genau dann, wenn das
"Auslosen’ von T' durch die zeitliche Entwicklung von X kontrolliert wird.

Proposition 2.
T Stopzeit = T optionale Zeit.

Es gilt ,,<“ im Falle einer rechtsseitig stetigen Filtration.

Beweis. ,="":

{T<t}:G{T§t—1/n}e&.

n=1

E%tfl/n
,<="": Fiir jedes m € N
{T <t} = () {T <t+1/n} € Frsim
—_——
n=m E€Si+1/n
Mit der Stetigkeitsannahme folgt {7T" < t} € ;. O

Proposition 3. Mit S, T', T3, ... sind auch S+ T und sup,,cy I}, Stopzeiten bzgl. §.
Im Falle einer rechtsseitig stetigen Filtration gilt dies auch fiir inf, ey 7,.
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Beweis. sup und inf erledigt man mit Bem.10 und Prop.2; zur Summe:

{S+T >t}
={S=0T>t}U{0<S<t,S+T>t}u{S=tT>0U{S >t}
~"~ -~ ~ e v
€3t €3t €3t
sowie

{0<S<t,8+T>t}= ] {r<S<tT>t-r}e.

reQn]o,t] ev&

Definition 13. Eintrittszeit in ' € B(R?):15
Hr(w) =inf{t € I : X}(w) € I'}.
Hr heiit Debut— oder Eintrittszeit von X in I'.

Proposition 4. Sei X zu § adaptiert. Dann

(i) X rechtsseitig stetig A I' offen = Hp optionale Zeit.

(ii) X stetig A I abgeschlossen = Hp Stopzeit.
Beweis. ad (i): Es gilt

{Hr<t}= |J{x.eT}= |J {X.eT}es.

s€[0,t] s€QN[0,t] €3

£l

ad (ii): Wir fithren den e-Saum einer Menge ein: Fiir € > 0 sei

- d . 3 —
I.:={zeR’: ;glf;u yl <e},

hierbei sei |- | der euklidische Abstand. Offenbar ist I offen, und I' = (1, .y T'1/n (T ist
abgeschlossen). Ferner gilt wegen der Stetigkeit von X fiir alle ¢ > 0 und alle w €

Es existiert ein s < ¢, sodal X(w) € T
& Fiir alle n € N existiert eine Zahl s < ¢, sodal X,(w) € Hyn.

Also ist
{Hr <t} = {Hr,, <t} €.
———

neN
€3 nach (i)

]

Bemerkung 11. Der vorige Satz kann viel allgemeiner formuliert und bewiesen wer-
den: Ist die Filtration § rechtsstetig und vollstindig (d.h. jede Teilmenge A einer
Nullmenge B € §; gehort auch zu §;), und ist X progressiv me3bar, so ist fiir jedes
[' € & die Grole Hr eine Stopzeit, vergleiche hierzu [D-M 78|, Kapitel IV, Theorem
50. Umgekehrt kann jede Stopzeit als Debitzeit geschrieben werden, siche Ubung.

15Wie iiblich: inf ) = oco.

17



Gegeben: Stopzeit T

Definition 14. o-Algebra der T'-Vergangenheit:

Sr={AeA:Vtel:An{T <t}eF}

Intuitiv gesprochen: Eigentlich méchte man in §r die Ereignisse sammeln, die 'zur
Zeit T' entscheidbar’ sind. Um dies zu modellieren, sammelt man alle Ereignisse mit

der Eigenschaft, dafl sie zur Zeit ¢ ’entscheidbar’ (F;—mefbar) sind, falls T" < ¢.

Bemerkung 12. Man rechnet leicht nach, dal §r eine o-Algebra und 7' §r-B(1 U

{o0})-meBbar ist.

Betrachte den Prozefl X zur Stopzeit T¢,
Xr:Q— S Xr(w) = {XT(W)W)’ T(w) <00,
00

und den gestoppten Proze!”
(X7at)ier-

Proposition 5. Sei X progressiv mefbar. Dann
(i) Xr ist Fr-S-meBbar.
(ii) (Xiar)ter ist progressiv mefibar und beziiglich §;rr—adaptiert.
Beweis. ad (ii): Fixiere t > 0, setze B = B([0, t]). Die Abbildung
[0,t] x Q —[0,t] x Q, (s,w)+— (T(w) A s,w)
ist B @ F-B ® F-meBbar'®. Die Abbildung
0,t] x Q2 — S, (z,w)— X,(w)

ist n.V. B ® §-G-meBbar. Betrachte die Komposition.
ad (i): Es gilt
{Xr e B}n{T <t} ={Xrn € B}N{T <t} €3
(ii) €T
est wg. (ii t

fir B € 6.

]

Eine enorm praktische Eigenschaft von Stopzeiten ist die monotone Approximier-
barkeit durch diskrete Stopzeiten. Wir sagen, dafl eine Stopzeit 1" endlich ist, wenn

oo ¢ T'(2); falls P(T' = co) = 0, heiit T fast sicher endlich.

16Mitunter wird X7 im Falle T = oo auch anders oder gar nicht definiert. Wir werden nur mit
f.s. endlichen Stopzeiten arbeiten, weswegen die genaue Definition in diesem Kurs eigentlich egal ist.

1"Notation A fiir min.
BITAs <ul=1[0,t] x {T <u}U0,u] x Q.
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Satz 6. Es sei T' eine §—Stopzeit.

(i) Es existiert eine Folge von Stopzeiten T,, : 2 — [0, 00[, sodass T),(w) /" T'(w)
fir alle w € Q, und #7,,(R2) < oo fiir alle n € N.

(ii) Es existiert eine Folge von Stopzeiten T),, sodafl T,,(€2) hochstens abzihlbar ist
und T;, \, 7T iiberall. Wenn 7" endlich ist, kann T}, endlich gew#hlt werden.

Beweis. (i) : Dies leistet
T,:=2"A(27"|2"T]) .

0, T = oo,
T, =
{(2%2@1), T <oo.

(ii): Wéhle

O

Lemma 3. Ein Zufallsvektor (&;,...,&,) ist genau dann unabhéngig von einer o—
Algebra §, wenn fiir alle stetigen, beschrankten Funktionen f : R" — C gilt:

E(f(&,...,6) 1u) = (Ef(&,...,&)) - E(1n), VH €§ .

Beweis. Die Notwendigkeit ist trivial, da} die Bedingung hinreicht, siecht man so: Es
folgt sofort, daf fiir jede stetige beschrankte Funktion g : R — C gilt

E(f(&,-,8) - g(Iu)) = (Ef(&,---,6)) - E(9(1r)), VHEF .

Insbesondere gilt dies fiir f(zy,...,z,) = e und g(z,,,) = e?+1%n+1: dies impli-
ziert fiir die charakteristischen Funktionen, dafl

also die gewiinschte Unabhéngigkeit. O]

Satz 7. Ist X ein rechtsstetiger (linksstetiger) Prozefl mit unabhéngigen und stati-
ondren Zuwichsen, und ist 7" eine §X-adaptierte, endliche Stopzeit, so ist der Proze
(Xtyr — X1)>0 verteilungsgleich zu X, St)inadaptiert und unabhéngig von Fr. Ins-
besondere ist er unabhéngig von (Xiar)e>o-

Beweis. Setze kurz § = §% und Y, := X,y — X,. Es ist offensichtlich, daf} ;7 =
Xior — Xr §eor—mefbar ist (dies gilt ganz allgemein). Folglich geniigt zu zeigen, daf3
fir s1,...,8, >0, H € §r und f : R™ — C stetig und beschrinkt gilt:

E(f(Yor, . Yor) - 1y)=E f(X,,...X,,) Ely . (7)
Denn hieraus folgt mit H = 2, daf3

E(f(Y;hT,...Ysm,T)) =E f(Xs,...Ys,),

und dies impliziert (mit f als charakteristischer Funktion) Gleichheit der endlichdi-
mensionalen Verteilungen von X und Y. p. Andererseits folgt dann auch

E(f(Yor, - Your) 1g) =Ef(Yez,.. Yo, r) - Ely,
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und das impliziert nach Lemma 3 Unabhéngigkeit.

Fall 0: T ist deterministisch, 7'(w) = ¢ {iberall. In diesem Falle ist Y7 = Y5, und
(7) ist trivial.

Fall 1: T nimmt abzihlbar viele Werte an.

In diesem Falle gibt es ¢; > 0 und disjunkte Mengen A; € Sff , sodafy

T:Zti.nAi .
>0

Die linke Seite von (7) 148t sich dann mit Fall 0 ausrechnen':

E(f(Yar,Your) 1u) = Y E(fVau-Your): Drmy, - 1n)

i>0
- 3:,—meBbar

= ZE(f(XSl,...XSm)) 'E(]szti ']lH)

>0

= Ef(X,,...X,,) Ely .

Fall 2: T beliebig, aber endlich. Wahle endliche T,, \, T' mit 7,,(§2) abzdhlbar. Aus
der Rechtsstetigkeit von X und der Stetigkeit von f folgt, dafl

f(YslyTn’ Tt Y5myTn)> : ]lH - f(Y917T7 tt }/SmyT)) ' ]lH ?

und da f beschrankt ist, impliziert Lebesgue die Konvergenz der Erwartungswerte;
aus Fall 1 folgt dann (7). O

2 Martingale

Gegeben: Filtration § = (§)ier und adaptierter reellwertiger Prozef X = (X;)i s auf
(Q,2(, P) mit
Viel: E(X) <.

Kurzschreibweise: (X, §¢)er, falls X an § adaptiert.
Definition 15. (X, §)ier Submartingal, falls
Vs,tel: s<t = X;<E(X|F5s).
Supermartingal: ,>*, Martingal ,=*.
Beispiel 4. Fiir einen Poisson-ProzeB (X, §)ier mit Intensitét A > 0 und 0 < s < ¢
gilt
E(X | 8s) = B(Xy — X | §s) + E(Xs | §5) = E(Xy — Xi) + Xy = Mt — s) + X,

Also liegt ein Submartingal vor.

Definiere einen kompensierten Poisson-Prozef§ durch
Mt - Xt — )\t
Dann ist (M, §¢)ier ein Martingal.

19Beachte, dal f beschrinkt ist, daher ist Lebesgue anwendbar, um Summation und Erwartungs-
wert zu vertauschen
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Die Martingaltheorie im kontinuierlichen Fall I = [0, oo[ wird oft unter Riickgriff auf
den vorab betrachteten diskreten Fall entwickelt. Wir diskutieren einige Elemente
dieser Theorie.

2.1 Martingale in diskreter Zeit

Zunéichst sei I = Ng.

Beispiel 5. Coz-Ross-Rubinstein Modell: einfaches Modell fiir Aktienkurs zu Zeiten
t € Ny. Wahle
Ag>0, O0<p<l, 0<d<u,

und betrachte (Y})ey iid. mit

P{Yi=u})=p=1-P{Y; =d}).
Definiere §o = {0, 2} und

t
=4 [[Y..  Si=o({vi.....Vi})
s=1
fir t € N. Klar: § = 4. Fiir ganzzahlige 0 < s < ¢

E(A | 5.) = ( I1 Yk) — A, E(0Q)"* = (pu+ (1—p)d)' - A,.

k=s+1
Also
(A¢, 8t)ten, Submartingal o E(W) > 1
und
(A¢, 8t)ten, Martingal & d<l<u A p= 114;—2

Wir sehen spéter: ein geeigneter Grenziibergang liefert die geometrische Brownsche
Bewegung; auf diesem stochastischen Modell basiert die Black-Scholes-Formel.

Frage: Gibt es im Martingal-Fall eine Stopzeit (Verkaufsstrategie) 7' mit E(Ar) > Ag?
Die folgenden Sétze 8, 9 und 11 sind Varianten des optional sampling theorems.
Satz 8.

(Xt, 8t)ten, Martingal & V T beschrinkte Stopzeit : E(X7) = E(X)).

Beweis. ,=“ Gelte T(w) < N fiir alle w € Q. Dann: E(|X7]) < SN, E(|X)]) < o0
Weiter:

Mz

N
E(Xr) =Y B(lg=y-Xi) = Y E(lp=y - E(Xn |31)
t=0 t=0
N N
=Y E(E(g=y - Xn|8)) =Y E(lg—y - Xn) = E(Xy) = E(Xo).
t=0 t=0
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,<=“Fiir s <t und A € §, ist zu zeigen:

/Xth:/XsdP.
A A

T:S'1A+t'1Q\A.

Definiere

Klar: T ist beschriankte Stopzeit. Also:
E(Xo) = E(Xp) =E(1s- Xs+1gwu-Xy) = E(Xy) — E(14- Xy) + E(14 - X5).
Beachte schlieBlich, dal n.V. insbesondere E(X,) = E(X;) gilt.

Satz 9. Sei (X, §t)ien, Martingal und 7' Stopzeit mit

PUT <oo}) =1 A E(|Xz]) <00 A lim X, dP = 0.

t=oo Jursey

Dann
E(Xr) = E(Xo).

Beweis. Fiir T,, = min{7T,n} gilt

E(Xr) - B(Xr,)| < /

{T>n}

\XT\dP—l—/ | X, | dP

{T>n}
und somit lim,, . F(Xr,) = E(X7). Satz 8 liefert E(Xy) = E(X7,,).

Satz 10 (Doobsche Zerlegung). Fiir

t t

My =Y (X, = E(X,|§0) + X0, A=) (B(X.|Fe1) — Xo1)

s=1 s=1

gilt

(i) Xy = M, + Ay,

(i1) (My,§¢)ien, ist Martingal,

(iii) (X%, St)ten, Submartingal < (Ay)sen, P-f.s monoton wachsend.
Beweis. Ubung.
Satz 11. Sei (Xy, §¢)ten, Submartingal. Fiir beschrinkte Stopzeiten S < T' gilt?

Xs < E(X7|3s)

und somit

E(Xs) < E(Xr).
Im Martingal-Fall gilt jeweils ,,=“.

20Beachte, dal Xg Fs-meBbar ist. Vgl. Proposition 5 im kontinuierlichen Fall.
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Beweis. Weil das Ereignis {Xg > E(X7|JFs) + 1/n} eine Fs—meBbare Menge ist,
geniigt es zu zeigen, dafl

/XSdPg/E(XﬂSS)dP VA € Fs .
A A

Wir verwenden die Doob—Meyer—Zerlegung X = M + A. Offenbar ist Ag < Ar, also
Ag = E(As|8s) < E(Ar|3§s), und es bleibt zu zeigen, daf

/MSdP:/E(Mﬂ%'S) dP:/MTdP.
A A A
Sei R=S-14+T - 142" Dann gilt
{R<t}=({S<t}nAUHT <t} nA°) €3 .
Also ist R eine beschrinkte Stopzeit, und nach Satz 8 haben wir
E(Mr) = E(My) = E(Mg) = E(Ms - 14) + E(Mr - 14¢) ;

durch Subtraktion von E(My - 1 4c) folgt die Behauptung.
Ist X Martingal, so sind X und —X Submartingale; aus dem schon bewiesenen folgt
dann

E(XS) S E(XT | 35) und E(—Xs) S E(—XT | SS) s
und also die Gleichheit. O

Gegeben: (Xy, §t)ter mit I = {tg,...,t,} fiir tg < --- < t, sowie a < b. Definiere
Stopzeiten

Ty =inf{tel:X, <al,
Tho=inf{tel:X,>b, t>T},

T2k+1 = ll’lf{t el X, < a, t> TQk},
T2k+2 = inf{t el: X, > b, t> T2k+1},

sowie die Anzahl der Uberquerungen (Upcrossings) des Intervalls [a, b] von unten nach

oben
0, falls T5 = oo,

max{k € N: Ty, <t,}, sonst.

U¥(a,b) :{

Satz 12 (Upcrossing-Inequality). Fiir jedes Submartingal (X, §;)es gilt

E((X,, —a)") — B((Xy, —a)")

(U (a.b) < =

MA=O0\A € Fs CFr
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Beweis. Sei OBdA a = 0; Da wegen der Jensenschen Ungleichung auch X ein Sub-
martingal ist und E(UX(0,b)) = E(U¥"(0,b)), konnen wir weiter oBAA X > 0
annehmen. Definiere Stopzeiten Sy =ty und S; = T; A t,, fiir « € N. Dann

th - Xt() = Z(XSQJ' - XSQj_l) + Z(X52‘7.+1 — XSQJ‘)
Jj=1 =0
sowie .
Z(XSQJ' - XSzj_l) > b- UIX<0, b)
7j=1

Satz 11 sichert
E(X52j+1) > E(XSQj)'

Fazit
E(X,,) — E(X,,) > b- E(UX(0,1).

]

Satz 13 (Submartingal-Ungleichungen). Fiir jedes Submartingal (X;, §;):c; und
w> 0 gilt

P({min X, < —p}) < 1/ (B - B(X,,)).

Beweis. Siehe Chung (1974, Theorem 9.4.1). O

SchlieBlich noch zwei Martingalkonvergenzsitze mit [ = —N bzw. [ = Z.

Proposition 6. Gegeben: Submartingal®? (X;, §;)c_n mit

inf F(X;) > —o0. (8)

te—N

Dann existiert X_, € L1(Q, 2, P), so daf§

lim X, = X_o P-fs. und in L.

t——00

Beweis. Siehe Chung (1974, Theorem 9.4.7) oder Génssler/Stute (1977, Satz 6.5.10).
[

Proposition 7. Gegeben: Filtration (§;):cz und Zufallsvariable Y auf (Q, %2, P) mit
E(]Y]) < 00. In L1(Q,2(, P) und P-fs. gilt

B0 B(V1o(J3). i 13- (1 (15
tez tez
Beweis. Siehe Chung (1974, Thm. 9.4.8). O

22Sogenanntes inverses Submartingal.
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2.2 Martingale in stetiger Zeit
Im folgenden sei I = [0, co].

Satz 14 (Optional Sampling Theorem). Fiir jedes rechtsseitig stetige Martingal

(X, Bt)eer gilt
V T beschrénkte Stopzeit :  E(Xr) = E(X)).

Beweis. Gelte T'(w) < N fiir alle w € Q. Fiir n € N sei T,, definiert durch
T, (w)=Ek/2" & Tw)e[k-1)/2"k/2".
Fir ¢t € [(k—1)/2", k/2"] zeigt Proposition 2
[Ty <t} = {T0 < (k= 1)/2"} = {T < (k - 1)/2"} € F_1yer € 0

d.h. T, ist Stopzeit.

Fiir alle w € Q:
T.(w) < N+1 A lim T,(w) \, T'(w).

n—oo

Somit wegen der rechtsseitigen Stetigkeit:

lim X7, (w) = Xp(w). 9)

n—oo

Satz 11 zeigt
E(Xn41|81,) = X1,

Also ist { X7, : n € N} gleichgradig integrierbar, siche Ubung 2.5. Mit (9) folgt
JEEOE(XTH) = E(X7).
SchlieBlich ist (Xj/on )r<on ein Martingal, und deshalb zeigt Satz 8
VneN: E(Xr,)=FE(Xo).
[

Die folgenden Begriffe und Ergebnisse sind grundlegend bei der Einfithrung des sto-
chastischen Integrals.

Definition 16. § erfiillt die ublichen Voraussetzungen, falls

(i) § rechtsseitig stetig,
(i) {ACQ:dBeA: ACBAP(B) =0} C 3o
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Satz 15. Erfiillt seien

(i) (X, 8t)ter Submartingal,

(ii) ¢t — E(X}) rechtsseitig stetig,
(iii) die iiblichen Voraussetzungen.

Dann existiert eine cadlag Modifikation Y von X, so daB (Y;, §;)ier €in Submartingal
ist.

Beweis. Sein € N fest; wir setzen Q,, := [0, ] NQ und wihlen eine aufsteigende Folge
Qr C Q, von endlichen Teilmengen mit Q,, = |J,, @x. Aus Satz 13 erhalten wir

2
P X, >u) < ZE(XT). 10
(mavx | Xl = ) <~ B(X) (10)

Weiterhin: Falss das Ereignis sup,q, |X:| = oo eintritt, so folgt, da8 fiir jedes m € N
ein k € N existiert mit sup;cq,|x,| > 2™; folglich hat man fiir jedes m € N mit (10):

P(sup | X;| = o0) <sup P(sup | X[ > 2™) <27 HE(XF) .
teQn, keN teQy

Also existiert B € 2 mit P(B) = 1 und

VweBVYneN: sup | Xi(w)| < o0.
te[0,n]NQ

Fiir a < b beliebig sei
UX(a,b) = sup U} (a,b)

keN
sowie

Co(a,b) = {UX(a,b) < oo}, C=() () Culab).

neN a<b
a,beQ

Aus Satz 12 und der monotonen Konvergenz folgt P(C,(a,b)) = 1, also P(C) = 1.
Fiir w € BN C existieren die Grenzwerte

Xiw) = lim X,(w),

fiir jedes t > 0: Wéren namlich o < § zwei Haufungspunkte von X (w) fiir s \  t,s €
Q, so wiirde fiir ein Intervall [a,b] C (af3) folgen, dal UX(a,b) = oo fiir n > t. Setze
Yi(w) = X*(t)(w) fir w € BNC und andernfalls Y;(w) = 0. Man verifiziert, dafl Y ein
cadlag ProzeB ist. Die iiblichen Voraussetzungen sichern, dafl Y zu § adaptiert ist.

Sei s € I. Wahle s, € Q mit s, \, s. Fiir A € §,

| x.ap< [ Bx,150dp = [ X, a
A A A

Die L;-Konvergenz gem. Proposition 6 liefert E(|Y;]) < oo und

lim XsndP:/stP, (11)
A

n—oo A
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so daf
P(X; <Y, =1 Vs> 0. (12)

Die rechtsseitige Stetigkeit von s +— E(X;) und (11) liefern
E(X,) = E(Y)),

Mit (12) ergibt sich P(Y; = X;) = 1 fiir alle s > 0, d.h. Y ist Modifikation von X.
Hieraus folgt sofort, dal Y ein Submartingal ist. n

Definition 17. (A, §)ier wachsend, falls

(i) Ao =0,

(ii) A besitzt rechtsseitig stetige, monoton wachsende?® Pfade,
(i) Vtel: E(A;) < oo.

Bemerkung 13. Wir integrieren erstmals beziiglich eines stochastischen Prozesses.
Sei (A¢, §t)ier wachsend und (X;);e; meBibar. Dann sind die Lebesgue-Stieltjes Inte-
grale

t
IF(w) = / XE(w)dA,w),  weq,
0
fiir t € I wohldefiniert. Sei (X, §¢)ier progressiv mebar und gelte
VweQ: IFw) < oo

Dann ist
L(w) =1 (w) -7 (w), weq,

fiir t € I wohldefiniert, rechtsseitig stetig und progressiv mefbar.

Beispiel 6. Der Poisson-Prozel (N;, Y )ies ist wachsend. Setze
Ji(w) = {Sn(w) : n € N} N[0, ¢].
Dann gilt #J;(w) = N¢(w) < oo und fiir X mefbar ist
e = Y X.w)

s€Jr(w)

Wir formulieren nun ein kontinuierliches Analogon der Doobschen Zerlegung.

Die Summe eines Martingals M und eines wachsenden Prozesses A (bzgl. derselben
Filtration) ist ein Submartingal. Ist jedes Submartingal so darstellbar? Ist diese Dar-
stellung eindeutig?

Beispiel 7. Sei (Xy, §t)ier Poisson-Prozef mit Intensitdt A > 0. Dann

—_—— =~
=M, =A;

Wir wissen: (My, §)ier ist ein Martingal. Klar: (A, §;)ier ist wachsend.

BA(w) < Ay(w), falls s < t.
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Satz 16 (Doob-Meyer-Zerlegung). Erfiillt seien®!

(i) (Xi, Te)eer stetiges Submartingal,
) Vtel: X,>0,
(iii) die tiblichen Voraussetzungen.

Dann existiert ein stetiges Martingal (M;, §:):er und ein stetiger wachsender Prozef3

(As, 8t)ter mit

Diese Zerlegung ist eindeutig bis auf Ununterscheidbarkeit.
Beweis. Karatzas/Shreve, (1999, Chap. 1.4). O

Korollar 1. Seien AW, A® F-adaptierte stetige, wachsende, integrierbare Prozesse
auf [0, a], sodaB M := AV — A®) ein F Martingal ist mit My = 0. Dann sind AY
und A® ununterscheidbar.

Beweis. Dann ist
AV =0+ AD = My + A®)

die Eindeutigkeit der Doob-Meyer-Zerlegung liefert die Behauptung. O

Im folgenden: § erfiille die {iblichen Voraussetzungen. Kurz: Martingal statt Martingal
bzgl. §. Gleichheit von Prozessen im Sinne der Ununterscheidbarkeit.

Definition 18. X quadratisch integrierbar, falls
Vtel: E(X?) < oo.

Bez.: MG = MS(F) sei der Vektorraum aller stetigen, quadratisch integrierbaren Mar-
tingale mit Xy = 0.

Bemerkung 14. Klar: fiir X € 9 ist X? = (X?);er stetiges Submartingal.

Definition 19. Quadratische Variation von X € 9 ist der?® stetige, wachsende
Prozef (A)ier in der Doob-Meyer-Zerlegung

XtQ — Mt + At
von X2 Bez.: (X); = A;.

Vgl. Ubung 3.3.b fiir den kompensierten Poisson-ProzeS.

24 Allgemeinere Fassung bei Karatzas, Shreve (1999).
2Eindeutig bestimmt bis auf Ununterscheidbarkeit.
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Definition 20. Fiir X,Y € 95 heif3t°
(X)) =1(X+Y), — (X =Y),), tel,
der Kreuz-Variationsprozefl. X und Y heilen orthogonal, falls
(X,Y)=0.
Proposition 8. Fiir X, Y € 9§ gilt
(i) (X, X) = (X),
(ii) dquivalent sind

(a) XY — Z ist Martingal A Z = A’ — A” mit A’, A” stetig, wachsend,
(b) Z = <X7 Y>7

(iii) Aquivalent sind

(a) X, Y orthogonal,

(b) XY Martingal,

(c) B(Xy — X)) - (Y, —Y,)|Ts) =0 fiiralle 0 < s < ¢, ¥
(iv) ()
(v) (X,Y)? < (X) - (V).

ist symmetrisch und bilinear,

Beweis. ad (i):
(X, X), = H2X), = (X),

ad (ii): ,(b) = (a)“: (X +YV)? = (X +Y) und (X —Y)? — (X —Y) sind Martingale,
somit auch ihre Differenz

(X+Y)P—(X-Y)P—(X+Y)+ (X -Y)=4XY — 4(X,Y).

»(a) = (b)“: Folgt aus Lemma 1.
ad (iii): ,,(a) < (b)“ folgt aus (ii).

»(b) & (c)*.
E((X: — Xy) - (Y2 = Y) | §s) = E(XiY; + XY — XY — XY [ 5s)
E(X.Y;|Ss) — XY
ad (iv): Symmetrie klar. Fiir @ € R sind
(@X) Y - (aX,Y) und a-(XY)—a-(X,Y)

gem. (ii) Martingale. Mit (ii) folgt ebenfalls a(X,Y) = (aX,Y). Beweis der Additi-
vitat analog.
ad (v): Folgt wie iiblich aus (iv) und (X); > 0. O

26Polarisation.
2"Inkremente sind bedingt ,,unkorreliert*.
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Bemerkung 15. Sei 7 = {t¢,...,t,} mit 0 =ty < --- < t,,, = t Zerlegung von [0, ¢].
Ferner sei p € ]0, 0o[. Dann heif}t

=1,...,

die Feinheit von m. Dann 148t sich zeigen (vgl. Karatzas/Shreve, S.32ff.): Fiir X € M¢
und jede Folge 7, von Partitionen mit ||m,| — 0 gilt:

VA (X;m) = (X)), in Wahrscheinlichkeit . (13)

Falls (X); > 0, so hat man fiir jedes p < 2 in (13) fast sicher Divergenz, und fiir jedes
p > 2 Konvergenz gegen 0. Weiter: Falls (X), = 0 fiir ein ¢t > 0, so ist X f.s. 0 auf
ganz [0, t], sieche Ubung 6.1. Dies zeigt:

Ein Proze3 X € M?, der nicht konstant Null ist, ist mit Wahr-
scheinlichkeit 1 von unbeschriankter Variation.

Somit kann man ein stochastische Integral nach X nicht ’einfach Pfad fiir Pfad’ im
Lebesgue-Stieltjes—Sinne erkléren.
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