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10. Aufgabenblatt zur Vorlesung

”
Stochastische Analysis“

Aufgabe 1: Seien M ∈ Mc
2, X, Y ∈ L∗(M), und ξ, η seien F0–meßbare,

beschränkte Zufallsgrößen. Zeigen Sie:∫ t

0

(ξXs + ηYs) dMs = ξ ·
∫ t

0

Xs dMs + η ·
∫ t

0

Ys dMs .

(Hinweis: Machen Sie sich erst einmal klar, was zu zeigen ist.)

Aufgabe 2. Sei g : R → R stetig differenzierbar. Berechnen Sie

Xt =

∫ t

0

g(Wu) dWu,

wobei W eine eindimensionale Brownsche Bewegung mit Startwert 0 bezeich-
net. Suchen Sie ein paar nette Beispiele für g.
(Hinweis: Ito–Formel.)

Aufgabe 3: Sei (X(n))n∈N eine Cauchy-Folge in Mc
2.

a) Zeigen Sie, daß ein quadratisch-integrierbares Martingal X mit X0 = 0
und

lim
n→∞

‖X −X(n)‖ = 0

existiert.

b) Zeigen Sie, daß P -fast alle Pfade einer geeigneten Modifikation von X
stetig sind. (Hinweis : Satz I.2.2.15 gibt Rechtsstetigkeit; für Stetigkeit
nutze Satz I.2.1.13, verallgemeinert auf Intervalle [0, T ] und rechtsste-
tige Martingale:

P( sup
t∈[0,T ]

|X(n)
t −Xt| ≥ ε) ≤ ε−1E |X(n)

t −Xt| ;

(vgl. auch z.B. Theorem 1.3.8 in Karatzas/Shreve)

c) Folgern Sie, daß Mc
2 vollständig ist.
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