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”
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Aufgabe 1:
Sei B eine Brownsche Bewegung und 0 ≤ a ≤ b; ferner seien

Ta = inf{t : St ≥ a}, St = inf{a : Ta ≥ t} .

(i) Man zeige
P(St > b,Bt < a) = P(Bt < a− 2b) .

(ii) Zeigen Sie, daß St −Bt
d
= |Bt| für jedes t ≥ 0.

(iv) Es sei B
(a)
t := a−1Ba2t. Zeigen Sie, daß1

Ta(B) = a2T1(B
(a)) ,

und folgern Sie Ta
d
= a2T1.

(v) Zeigen Sie weiter, daß Ta
d
= (a/S1)

2 d
= (a/B1)

2.

(vi) Sei β = (βt)t≥0 eine von B unabhängige Brownsche Bewegung. Bestim-
men Sie die Verteilung von βTa(B).

Lösungsvorschlag:

(i) Zuerst stellt man fest, daß St = maxs≤t Bt, denn St ≥ a ⇔ Ta ≤ t ⇔
maxs≤t Bs ≥ a. Aus dem Reflexionsprinzip (Satz II.3.3.7) folgt nun
(analog zum Beweis von Korollar II.3.3.2), daß für den an Tb gespiegel-
ten Prozeß BTb gilt:

P(St > b,Bt < a) = P(Tb < t, Bt < a) = P(Tb < t, BTb
t < a) .

1Notation: T (X) : Stopzeit, die man erhält, wenn man die Regel zur Erzeugung von T
auf X anwendet.
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(Die letzte Gleichung rührt daher, daß die Paare (Tb, Bt) und (Tb, B
Tb
Tb

)
die gleiche Verteilung haben – schlicht weil Tb = Tb(B

Tb).) Nun ist aber
auf Tb < t natürlich BTb

t = 2b−Bt, also haben wir

P(St > b,Bt < a) = P(Tb < t, Bt > 2b− a) = P(Bt > 2b− a) .

(Hier folgt die letzte Gleichung, weil die zweite Bedingung die erste
impliziert.) Wegen Symmetrie von Bt erhält man die Behauptung.

(ii) Am einfachsten ist es, aus (ii) die zweidimensionale Dichte von (St, Bt)
herauszuholen: Da für a ≤ b

P(St,Bt)(]b,∞[×]−∞, a[) = P(Bt < a−2b) = (2πt)−1/2

∫ a−2b

−∞
e−x2/2tdx ,

ist die Dichte gegeben durch

p(b, a) = (− d

db
)(

d

da
)P(Bt < a− 2b) = (π/(2t3))−1/2(2b− a)e−(a−2b)2/2t .

Nun folgt für η > 0:

P(St −Bt ≥ η) =

∫ ∞

0

∫ b−η

−∞
(2/(πt3))1/2(2b− a)e−(2b−a)2/2tdadb

=

∫ ∞

0

(2/(πt))1/2e(2b−(b−η))2/2tdb

= 2

∫ ∞

η

(2πt)−1/2ex2/2tdx .

Das impliziert die Behauptung.

(iv)

T1(B
(a)) = inf

{
t : a−1Ba2t ≥ 1

}
= a−2 inf

{
(a2t) : B(a2t) ≥ a

}
= a−2Ta .

(v) OBdA sei a = 1, dann folgt:

P(T1 ≤ t) = P(St ≥ 1) = P(|Bt| ≥ 1) = P(|B1| ≥ 1/
√

t) = P(S1 ≥ 1/
√

t) = P(S−2
1 ≤ t) .
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(vi) Wir behaupten, daß βTa

d
=
√

Taβ1. Hierzu berechnen wir die charakte-
ristische Funktion. Wegen der Unabhängigkeit können wir annehmen,
daß der W.raum in Produkform Ω1 × Ω2 vorliegt, und Ta = Ta(ω1),
β = β(ω2). Dann ist (Fubini, beschränkter Integrand)

E eiλβTa =

∫
Ω1

∫
Ω2

eiλβ(ω2)Ta(ω1)dP2(ω2)dP1(ω1) =

∫
Ω1

eiλ
√

Ta(ω1)β1(ω2)dP(ω2)dP(ω1) ;

dies ist aber die char. Fkt. von
√

Taβ1. Also haben wir (B1, β1 und
Ta, β1 unabhängig!)

βTa

d
=

√
Taβ1

d
= a

β1

|B1|
.

Nun muss man sich noch fragen, was die Verteilung des Quotienten ist;
nach einer gerade noch endlichen Suchzeit findet man, daß ein Quotient
g/h mit g, h unabhängigen Standardnormalverteilungen Cauchyverteilt

ist (Hodgson’s Paradox); weiter gilt in diesem Falle, daß g/h
d
= g/|h|,

da sign(h) unabhängig von g, |h| und g
d
= sign(h)g.
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