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7. Aufgabenblatt zur Vorlesung
»3tochastische Analysis*

Aufgabe 1:
Es sei p > 0 gegeben. Finden Sie einen unstetigen Prozefl X, sodafl fiir ein
geeignetes C' > 0 fiir alle ¢, s > 0 gilt

E|X, — X,J” < CJt — 3| .

(Hinweis: Untersuchen Sie Prozesse der Form X; = 1<, mit einer passenden
nichtnegativen Zufallsvariablen ¢.)

Loesungsvorschlag: Sei £ absolutstetig mit beschrankter Dichte p, dann
| Xs — X¢| =1 € €]s, t], also

t
E|Xs — Xi|P = / p(z)dr < |s —t|sup |p(x)] .

Aufgabe 2:
Es sei X ein § adaptierter Prozel und Y eine Modifikation von X. Zeigen
Sie: Falls § die iiblichen Voraussetzungen erfiillt, ist auch Y §—adaptiert.

Loesungsvorschlag: Es ist nur zu zeigen, dafl Y; §;—adaptiert ist. Aber
das ist leicht; sei 2y A—meBbar vom Maf3 0, soda$ fir w ¢ Q gilt: X;(w) =
Y;(w). Dann ist

Y =1q,Y: + 1o X,

Letztere Zufallsgrofle ist §;—meflbar, erstere ist auch §;—mefbar, da fir A
borelmefibar mit 0 ¢ A gilt:

{1g,Yi € A} =Qon{Y, € A} CQy,
und §; vollstindig ist.

("*)Aufgabe 3:
Sei B eine Brownsche Bewegung.



a)

Zeigen Sie fiir jede Folge t,, mit ¢, > n, daf§ B, /t, — 0 P-f.s..
(Hinweis: Borel-Cantelli.) Losungsvorschlag: Sei ¢ > 0 beliebig und
n eine N(0, 1)-verteilte ZufallsgroBe; offenbar ist

P(‘Btn/tn > 5) = ]P(?? > \/ag) — / e—t2/2 dt .
tne

Nun ist das letzte Integral leicht abzuschétzen:

/ e—t2/2:/ 6—(s+)\)2/2:/ 6—52/2—,\3—,\2/2S€—,\2/2 7r/2.
A 0 0

Damit hat man
P(B;, /t, >¢) <c- \/Eee_t"52/2 ,

und also folgt (beachte t,, > n), da8
> P(IBy, /ta] > €) < 0.

Aus dem Lemma von Borel-Cantelli folgt, dal P(| By, /t.| > eu.0.) =0,
und damit |By, /t,| — 0.

Zeigen Sie: Fiir eine monotone Folge ¢, mit |¢, —t,_1| > t,/2, gilt fast
sicher

1-_ Btn - Btn—l

im ———" =

N

Hinweis: Wieder Borel-Cantelli; man beachte die unabhéngigen Zuwéchse.
Losungsvorschlag: Es gilt wegen der Voraussetzung, dafl
Wiy, = Wi, > \@th —Wh
\/ﬂ tn - tn—l

Die Folge (W, — W4, /\/tn — tn—1) ist eine Folge von unabhéngigen,
standardnormalverteilten Zufallsgroflen; daher folgt fiir jedes 1" > 0:




Daher ist

Wy, — Wi,
%P(—t \/ﬂt >T) =00,

und da die Ereignisse unabhéngig sind, folgt

W, — W,
P(— =L > Tuo) =1;
Vin
. . : Wi, —We,

folglich also mit W .keit 1, dafl "T"l — 00 .
Beweisen Sie, daf§ P—f.s. gilt:

T Bt . Bt

lim — = —lim — =00

t—o0 t t—00 \/E

Hinweis: Nutzen Sie b) mit einer Folge ¢, die noch t2_; < ¢, erfiillt.

Losungsvorschlag: Sei t,, = 2*°. Dann gilt fiir n > 2, daB 2(n—1)? <
n?, und folglich t2 | < t,. Nach Teil a) und b) existiert eine Menge Q4
von vollem Maf, auf der gilt:

1. th - th—l

th — 0 und lim ————— =

2 Vin
Nun ist aber nach Voraussetzung
|th71| |th71|
<
Vi T taer

und damit gilt auf €2, dafl

Wi,

Vo

Folgern Sie: Die eindimensionale Brownsche Bewegung ist rekurrent,
d.h. fiir jedes s > 0 ist die Menge I's(w) = {t > s : By(w) = Bg(w)} ist
f.s. unbeschrénkt.

lim =00 .

Loesungshinweis: Es geniigt, die Aussage fiir s = 0 zu beweisen,
also die Menge {t : B; = 0}. Fast jeder Pfad von B, ist stetig und
hat lim = oo, lim = —oo; folglich kreuzt jeder Pfad unendlich oft
die Null. Bemerkung: Das gilt fiir die zweidimensionale Bewegung in
leicht abgeédnderter Form weiter, fiir die dreidimensionale Brownsche
Bewegung aber nicht mehr.



