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5. Aufgabenblatt zur Vorlesung

”
Stochastische Analysis“

(!)Aufgabe 1:

(a) Formulieren und beweisen Sie Analoga der Sätze I.2.9 und I.2.11 für
Martingale im zeitstetigen Fall.

(b) Sei (Xt, Ft)t∈I ein Martingal mit rechtsseitig stetigen Pfaden und sei T
eine Stoppzeit. Zeigen Sie, daß der gestoppte Prozeß XT = (XT∧t, Ft)t∈I

wieder ein Martingal ist. (Hinweis: Zeigen Sie zunächst, daß (Xt∧T , Ft∧T )
ein Martingal ist, betrachten Sie dann XT1T≤s und XT1T>s separat.)

Aufgabe 2:

Es sei B = (Bt)t≥0 eine Brownsche Bewegung, und setze, für a > 0,

Ta := inf
{
t > 0 : Bt = a

}
= inf

{
t > 0 : Bt ≥ a

}
.

(a) Zeigen Sie, daß Ta < ∞ f.s.. (Hinweis: Man zeige limn Bn = ∞; das
geht z.B. mit Kolmogorovs 0–1–Gesetz.)

(b) Begründen Sie das zweite Gleichheitszeichen.

(c) Zeigen Sie, daß E (BTa) = a; widerspricht dies dem Optional Sampling
Theorem?

(d) Zeigen Sie, daß für festes s ≥ 0 der Prozeß Mt := exp(sBt − s2t/2) ein
Martingal ist mit 0 ≤ Mt∧Ta ≤ esa.

1



(e) Zeigen Sie, daß für den bei Tn gestoppten Prozeß MTn und Tn die Vor-
aussetzungen des (in Aufgabe 1 (a) aufgestellten) Optional Sampling
Theorems erfüllt sind. Folgern Sie, daß

E [exp(−λTa)] = exp(−a
√

2λ), λ ≥ 0 .

(Dies ist die LaPlace-Transformierte von Ta, die – analog zur charak-
teristischen Funktion – die Verteilung von Ta eindeutig festlegt. Ins-
besondere hat Ta eine Dichte, die per inverser LaPlace-Transformation
bestimmt werden kann.)

(*)Aufgabe 3:
Es sei M ein positives stetiges Martingal auf [0,∞[, sodaß

∀ω ∈ Ω lim
t→∞

Mt(ω) = 0 .

Sei M∗(ω) := supt Mt(ω).

(a) Zeigen Sie, daß M∗ eine Zufallsgröße ist.

(b) Weisen Sie nach, daß für x > 0 gilt:

P (M∗ ≥ x |F0) = 1 ∧ (M0/x) .

(c) Verallgemeinern Sie (b) zu folgendem: Für jede positive F0–meßbare
Zufallsgröße X ist

P (M∗ ≥ X |F0) = 1 ∧ (M0/X) .

(d) Folgern Sie aus (c), daß M∗ d
= M0/U mit U einer von M0 unabhängigen,

auf [0, 1] gleichverteilten Zufallsvariablen.
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