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5. Aufgabenblatt zur Vorlesung
,»3tochastische Analysis*

(V) Aufgabe 1:

(a) Formulieren und beweisen Sie Analoga der Sétze 1.2.9 und 1.2.11 fiir
Martingale im zeitstetigen Fall.
Loesungsvorschlag: Satz [.2.9:

Sei (X3, Fi)i>o ein rechtsstetiges Martingal, und T eine
f.s. endliche Stopzeit mit

lim | Xn|dP =0.
N—oo Jirs Ny

Dann gilt
EXr=EX,.

Zum Beweis: Mit Ty = T'A N hat man nach Satz [.2.14 E X7, = E Xj;

weiter gilt

[ = Xal < [ X+ Xal -0,
{T>N}

und also EXT = thEXTN = EXO

Satz 1.2.11 fiir den Martingalfall:

Sei (X, Fy)i>o0 ein rechtsstetiges Martingal, und S < T
beschriankte Stopzeiten; dann gilt

E(Xr | 8s) = Xs .



Zum Beweis: Sei A € Fg, bilde R = 1,7 + 14¢S, dann ist R be-
schrankte Stopzeit, und nach Satz 1.2.14 hat man

Elo X +El14eXs =EXg=EXg=E14Xg+ET14.Xg.

Sei (Xy, §t)ier ein Martingal mit rechtsseitig stetigen Pfaden und sei T’
eine Stoppzeit. Zeigen Sie, dafl der gestoppte ProzeB XT = (X, $t)ter
wieder ein Martingal ist. ( Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dal (Xiar, Fiar)
ein Martingal ist, betrachten Sie dann X717« und Xrlps, separat.)

Aufgabe 2:

Es sei B = (B¢)t>0 eine Brownsche Bewegung, und setze, fiir a > 0,

()

(b)

(c)

(d)

Ta::inf{t>0 : Bt:a}:inf{t>0 : BtZa}.

Zeigen Sie, daB8 T, < oo f.s.. (Hinweis: Man zeige lim, B, = oo; das
geht z.B. mit Kolmogorovs 0—1-Gesetz.) Loesungsvorschlag: Wenn
lim,, B,, = o0, so folgt sicher T, < oco. Weiter ist das Ereignis lim,, B,
terminal beziiglich der o—Algebren 2, := o(B,+1 — B,); da diese un-
abhingig sind, folgt aus Kolmogorovs 0-1-Gesetz, da P(lim, B, =
o0) € {0,1}. Weiter folgt aus der Symmetrie (d.h., —B ist auch ei-
ne Brownsche Bewegung), daB P(lim, B, = oo) = P(lim,, B, = —o0).
Wiren nun beide W.keiten 0, so wére die Folge B,, f.s. beschrankt, und
1/y/nB,, — 0 f.s.. Aber das ist absurd, denn 1/y/nB,, ist eine Folge von
Normalverteilungen.

Begriinden Sie das zweite Gleichheitszeichen. Loesungsvorschlag: B
ist stetig.

Zeigen Sie, daB E (Br,) = a; widerspricht dies dem Optional Samp-
ling Theorem? Loesungsvorschlag: Trivial und nein: Es wird wohl

fTa>t |B;| /0 gelten.

Zeigen Sie, daf fiir festes s > 0 der Prozefl M; := exp(sB; — s%*t/2) ein
Martingal ist mit 0 < Miar, < e’*. Loesungsvorschlag: Die letztere
Ungleichung folgt unmittelbar durch Fallunterscheidung, die Martinga-
leigenschaft ist vollig analog zu Aufgabe 4.3.
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(e) Zeigen Sie, daf fiir den bei T}, gestoppten Prozef M und T,, die Vor-
aussetzungen des (in Aufgabe 1 (a) aufgestellten) Optional Sampling
Theorems erfiillt sind. Folgern Sie, dafl

E [exp(—AT,)] = exp(—av/2)), A>0.

(Dies ist die LaPlace-Transformierte von Ty, die — analog zur charak-
teristischen Funktion — die Verteilung von T, eindeutig festlegt. Ins-
besondere hat T, eine Dichte, die per inverser LaPlace-Transformation
bestimmt werden kann.) Loesungsvorschlag: T, ist f.s. endlich, und

/ | My, |dP g/ e dP — 0 .
To>N To>N

Also folgt
1= My=E (M) =E(Myg,) = E e /?Ta
Umstelle und Einsetzen von \ = s?/2 liefert

]Ee—)\Ta — 6—\/2/\(1 )

(*)Aufgabe 3:
Es sei M ein positives stetiges Martingal auf [0, oo[, sodafl

Vw € Q) tlim Mi(w) =0.

Sei M*(w) := sup, My(w).

(a) Zeigen Sie, dafl M* eine Zufallsgrofle ist.

Loésungsvorschlag:
M* = sup M,

t>0,teQ

wegen der Stetigkeit von M.
(b) Weisen Sie nach, daf fiir z > 0 gilt:

P(M" = z|Fo) = 1A (Mo/z) .



(c) Verallgemeinern Sie (b) zu folgendem: Fiir jede positive §o—meBbare
Zufallsgrofle X ist

P(M* > X [Fo) = 1A (Mo/X) .

Losungsvorschlag: Wir beweisen gleich (¢) und definieren

Da X §o—meBbar, ist dies eine Stopzeit und M, /X ein §-Martingal. Wir
setzen My, = 0 in Ubereinstimmung mit der Voraussetzung M;(w) — 0
fiir alle w. Dann ist

]l{M*ZX} = ]l{MOZX} + ]I{M0<X} ’ MTX/X )

wie man leicht nachrechnet. Wére Tx eine beschrinkte Stopzeit, so
wiirde nun mit dem optional sampling theorem

E (Mry /X [0) = Mo/ X (1)
folgen, und damit rechnet man sofort nach, dafl
P(Liar>xy [8o) = E [Lpa>xy + Liar<xy - Mo/ X [ ol = 1A (Mo/X)

Dummerweise diirfte Tx eher unbeschriankt sein. Daher definieren wir
TY = Tx A N; T§ ist eine beschrinkte Stopzeit. Wir haben we-
gen My — 0, da8 My — My, fast sicher; da |[Mpy| + [Mr | <
2max{ My, X}, folgt mit Lebesgue sogar

E|Mypy — Mz, | =0,

d.h. MT)I{V — Mp, in L;. Nun sind bedingte Erwartungswerte steti-
ge Abblidungen von L; nach L; (z.B. Prob.Th.06/07, Lemma V.I.1)
und also folgt E [Myy [§o] — E[Mr, [So] in Li. Damit existiert eine
f.s. konvergente Teilfolge,

E (M |§) = lim E(Mrg | §0) = M-
weil X §Fo—meBbar ist, ist E (Mpx/X |§o) = My/X. Nun haben wir

gliicklich (1) gezeigt, und aus der dort folgenden Rechnung folgt die
Behauptung.



(d) Folgern Sie aus (c), dafi M* < M, /U mit U einer von M, unabhéngigen,
auf [0, 1] gleichverteilten Zufallsvariablen.

Losungsvorschlag: Wir setzen X = AM, und erhalten
P(M* /My > XN Fo) =1 A (1/N).
Wir bilden Erwartungswerte und erhalten
P(M*/My>X) =1A(1/)).

Damit ist M*/M, <1 /U mit U gleichverteilt auf [0, 1]. Wir wiahlen U
unabhéngig von M*, My; nun behaupten wir, dafl sogar §o und M* /M,
unabhingig sind. Sobald wir das gezeigt haben, folgt die Behauptung!
Sei hierzu A € §p, dann gilt

PAN{M*/My > A}) = E[E[14- T /a>x ] Sol]
= E[ly-P(M*/My > \|o)]
E[la- (LA (L/A)]
(A)- (LA 1))
)

P
P(A) - P(M*/My > )) .

L Allgemein gilt: Sind &, 7, v unabhingige Zufallsvariablen mit & £ 1, so folgt -~ £ n-y.
Anwendung auf M* /My, 1/U und Mj.



