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4. Aufgabenblatt zur Vorlesung
,»3tochastische Analysis*

Aufgabe 1: Es sei § = (§¢)i>0 eine Filtration iiber (2,2, P) und £ eine
ZufallsgroBie von (€2, 2, P) nach R. Zeigen Sie, daf§ der Prozefl

Xy ZZE(f | St)

ein §—Martingal ist. Losungsvorschlag: Nach dem Towering Lemma haben
wir fiir s <t

ElX, [ 8] = EE]] TS
= E[¢ ]3]
= X5.

Aufgabe 2: Betrachten Sie einen Poisson-ProzeB (Z;);c; mit Intensitét
A> 0.

(a) Sei p > 0; ist der ProzeB Z; — ut ein Sub-/Super/Martingal?
(b) Zeigen Sie, dal mit M; = Z; — At der Proze M? — At ein Martingal ist.
Losungsvorschlag: Ad (a):
E(Zy—pt | §s) =Zs+E(Zy — Zs) —put = Zg+ Nt — s) — pt .

Daher ist der Prozel ein Submartingal genau dann, wenn g < A, und ein
Supermartingal genau dann, wenn g > .



Ad (b): Wir rechnen nach:

B((X: = M)[8s) = E([(Xi = X,) + (X5 = M)*[35)
- E((Xt - Xs>2lgs) + E((Xs - )‘t)2|%s)
+2E<<Xt - XS)<X3 - )‘t)ISS)
= E((X; — X,)*) + (X, = M)* + 2(X, = M)E(X,; — X,)
= (At —5)+ Nt —s))) + X2 - 2MX,
FN22 F 22X (A(t — 5)) — 2% + 2)\°ts
= Mt —s)+ A%+ X2 —2\sX,
= (Xy—= X8>+ At —3s).

Nun zieht man noch auf beiden Seiten At ab und erhélt die Behauptung.

(")Aufgabe 3: Es sei B = (B;);>0 eine Brownsche Bewegung mit kanonischer
Filtration §. Bestimmen Sie (deterministische) Funktionen ¢(¢) und (¢),
sodaf} die Prozesse B? — ¢(t) und exp(B; — 1(t)) §-Martingale sind.
Hinweis: Berechnen Sie zunéchst mit Hilfe der Zerlegung B, = (B;— Bs)+ Bs
die bedingten Erwartungswerte von B? bzw. exp(B;) beziiglich ;.

(*)Aufgabe 4: Sei X = (X;)ic[0,00[ €in Poisson-Prozefl mit Intensitét A > 0.
Zeigen Sie, daf fast sicher

gilt. Hinweis: Betrachten Sie zunéchst (X,,)nen.

Lésungsvorschlag: X Poisson-Prozess. Dann ergibt sich X, = > | X;—
X,;_1 fiir n € N. Dabei sind X; — X;_1, ¢« € N nach Definition unabhéngige
und identisch Poisson(\)-verteilte Zufallsvariablen.

Aus Xw < X; < XW folgt

1 Xy X X [f]

to[t] Tt T[]t

Nach dem Starken Gesetz der grofien Zahlen konvergiert X\;j/[t] bzw.
X /[t] P—f.s. gegen A fiir t — oo. Da [t|/t und [t]/t gegen 1 konvergieren
fiir t — oo, konvergiert somit X;/t gegen A fiir t — oc.




