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2. Aufgabenblatt zur Vorlesung
»Stochastische Analysis*

Aufgabe 1: Wir betrachten den folgenden stochastischen Prozefl auf [0, ool
Es sei (¢;)ien eine Bernoullifolge (also i.i.d. mit P(g; = +1) =P(e = —1) =
1/2). Fiir t € [n,n + 1] setzen wir

Xt = i 27i€i .
i=1

1. Zeigen Sie, dafl f.s. lim; ., X; existiert, und berechnen Sie die Vertei-
lung des Grenzwertes.

2. Bestimmen Sie die kanonische Filtration Sf .
3. Priifen Sie, welche der folgenden Prozesse adaptiert sind beziiglich ;*:

(a) X, =" 274 fiir t € [n,n+ 1], mit & einer von ¢; unabhéngi-
gen Bernoullifolge.

(b) Xy =1, 27%, fir t € [n/2,(n+1)/2][.

(c) X, =20, 27%, fiir t € [2n,2n + 1[, X, = 0 sonst.

(d) X, = [T, exp{(log[l + m;])**%i} fiir t € [n,n + 1] mit 7; als i—ter
Stelle der 27-adischen Entwicklung von 7.

(e) X, =" 27, fiir t € [n,n+ 1] mit (&);ey einer i.i.d. standard-

(2
normalverteilten Folge.

(!)Aufgabe 2:

1. Es seien X,Y stochastische Prozesse auf [0, co[; beide Prozesse mogen
rechtsstetige Pfade haben.
Zeigen Sie: Y ist eine Modifikation von X < X, Y ununterscheidbar.

2. Geben Sie ein Beispiel fiir zwei Prozesse X,Y auf [0, 1] an, welche die
gleiche Verteilung im Pfadraum haben, aber keine Modifikationen sind.
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(*)Aufgabe 3: Es sei (&)er eine Familie von unabhéngigen, identisch ver-
teilten Zufallsvariablen mit P(§, = ¢) < 1 fiir alle ¢ € R. Zeigen Sie, dafl
der stochastische Prozefl X; := & mit Wahrscheinlichkeit 1 in keinem Punkt
t € R stetig ist.

Hinweis: Zeigen Sie mit Hilfe des Borel-Cantelli-Lemmas: Fiir jedes hinrei-
chend kleine £ > 0 und jedes 6 > 0 gilt P-f.s., daf§

sup | Xy —Xs|>e  VkeZ
t,5€ [k, (k+1)3]

Aufgabe 4: Nutzen Sie Simulationen der Brownschen Bewegung B =
(Bt)i>0, um folgende Grossen statistisch zu untersuchen:

(a
(b

) To :=inf{t >0 : B; > 0}.
) T

(c)

(d)
)

=inf{t >0 : B, > 1}.

T =inf{t >0 : |By > 1}.
d) By :=max;<; B,.
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