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Aufgabe 1:
Betrachten Sie (2,2, P) = (]0,1),B([0,1)), A), wobei A das Lebesgue-
Maf} bezeichnet. Fiir w € [0, 1] sei

X(w) = 27, Y(w) = { 2w, falls w < 1/2,

2w —1 sonst.
Berechnen Sie F(X |Y) und E(X |Y =y) fiir y € [0, 1].

Loésungsvorschlag: Zunéchst berechnen wir o(Y'). Offenbar sind die Urbil-
der von Intervalles [a, b] unter Y von der Form [ay,b1] U [a; + 1/2,b; + 1/2];
deshalb hat man

o(V) = {A U (A +1/2) : A € B(0,1/2))} .

Eine ZufallsgroBe Z ist nun o(Y)-meBbar genau dann, wenn Z(w) = Z(w +
1/2) fiir alle w < 1 gilt. Fiir einen bedingten Erwartungswert Z muf} also

gelten:
/ X d\= 2/ ZdA
A1UA1+1/2 Ay

/ 20w + 2(w + 1/2)%dw = 2/ ZdA .
Ay

Ay

also

Diese Bedingungen erfiillt die Funktion

W (w+1/2)?, w<1)2,
Zw) ‘_{(w—1/2)2+w2, w>1/2.

Alsoist E(X |Y) = Z. Dies ist auch leicht {iber Y zu faktorisieren: F(X |Y =

y)=y°+(y+1/2)%
Aufgabe 2:



(a) Seien X, Y unabhingige Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen Wahr-

scheinlichkeitsraum mit E(|X|) < oo und es sei X £ )Y fiir eine Zahl
A # —1. Bestimmen Sie E(X | X +Y).
Hinweis: Suchen Sie direkt nach der Faktorisierung.

Losungsvorschlag: Wir suchen ein mefibares g, sodaB fiir alle (X +
Y)-meBbaren Teilmengen A erf’ullt:

/Ag(X+Y)dP:/AXdP.

Setzt man g = id, so erhélt man

/A(X+Y)dP:(1+)\)/AXdP;

folglich ist g(z) := z/(1 + A) passend, und also

BX|X+Y)=(X+Y)/(1+\).

(b) Betrachten Sie eine Folge X7, X, ... von iid. Zufallsvariablen. Bestim-
men Sie

E(Xi]o({5))),
wobei S;, = Zle X;.

Losungsvorschlag: Analog zum Teil (b) erhélt man hier leicht, daf

[ si=n- [ x.

also ist S,,/n eine Version des bedingten Erwartungswertes.

Aufgabe 3: Gegeben sei eine Filtration § auf €). Zeigen Sie: Eine Abbildung
T :Q — [0,00] ist eine Stopzeit zu §F genau dann, wenn

0 t<T(w),

Xt(w) = ]lT(wgt) — {1 . T(w)

ein §—adaptierter Prozef ist. Folgern Sie, dafl jede Stopzeit als Debitzeit
eines passenden §-adaptierten Prozesses in die Menge I' = {1} geschrieben
werden kann.



Losungsvorschlag: Offenbar ist

o(Xy) ={{w : T(w) <t} ,{w: T(w) > t},0,Q} .

Daher ist o(X;) C §;Leftrightarrow{T <t} € §;, und daraus folgt die erste
Behauptung. Und natiirlich ist 7" = Hrp fiir den Prozefl X, was die zweite
Behauptung liefert.

Aufgabe 4: Betrachten Sie zwei Stoppzeiten S und 7" auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum (2,2(, P) mit Filtration (§;)se;-

(a)

Zeigen Sie

§s C 8,
falls S(w) < T'(w) fiir alle w € 2 gilt.

Losungsvorschlag: Wegen der Voraussetzung ist {7 < t} = {S <
tyN{T < t}. Ist also A € 2, sodaf fiir alle t > 0 gilt: AN{S <t} € Fy,
so folgt
AN{T <t} =An{S<t}NnT <te3F .
(Tsth=An{SsHnT<ted

€3t S5

Zeigen Sie, dal S AT = min{S, T} eine Stoppzeit ist und

Ssar = Ss N7

gilt.

Loésungsvorschlag: Offenbar ist mit {7" < ¢} und {S < t} auch deren
Vereinigung in §;; dies ist aber gerade die Menge {SAT < t}. Genauso
sieht man sofort, dafl

AN{T AS <t} =(An{T <thnNn(An{S <t}),

und daraus folgt leicht, dafl 7 NFs C Sras. Fiir die umgekehrte Rich-
tung bemerken wir, dafl {T" > t} € §; ist daher AN{T'A S <t} € Fy,

so auch
AN{T NS <t}n{T >t} =An{S <t},

und analog fiir 7.

Aufgabe 5: Fir X € L;(Q,2, P) zeige man:

3



(a) Zu e > 0 existiert § > 0 mit

VAeA: P(A)<s = /\X\dPge.
A

Losungsvorschlag: Da E(|X|) = [~ P \X\ > t)dt < oo, gibt es zu
jedem e > 0 ein to, sodaB Elxs, X = [ P(IX| > t)dt < 5/2 Wiihle
nun 6 = £/(2ty). Dann ist

/ IX|dP
A

/ x|+ / x|
An{X<to} An{| Xo[>to}

W)+ [ 1]

| Xo|>to

< g/24¢/2=¢.

IN

(b) Die Menge
{E(X |B) : B C A o-Algebra}

ist gleichgradig integrierbar.

Losungsvorschlag: M = {E(X|B) : B C 2 o-Algebra} ist gleichgradig
integrierbar, bedeutet nach Definition

lim sup |€|dP = 0.
GO EeM I {[¢|>a}

Sei € > 0 gegeben. Nach der Jensenschen Ungleichung und der Definition
der bedingten Erwartung gilt

/ [E(X | 9B)[dP g/ B(|x]|| ‘B)dP:/ IX|dP.
{|E(X|B)|>a} {E(X[|8)>a} {E(1X||8)>a}

Mit der Chebyshev-Markov-Ungleichung erhélt man

P(E(X||%B) > a) < ~B(E(X|| ) = ~BX]|



Somit gilt

Vo>0 da>0 sup P(E(]X]|B) >a) < 4.
{BCA: B o-Algebra}

Wihle fir das vorgegebene € > 0 jetzt 6 > 0 nach a) geeignet.



