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Gruppenaufgabe: Wir betrachten den folgenden stochastischen Prozef§ auf
[0, 00[: Es sei (&;)sen eine Bernoullifolge (also i.i.d. mit P(g; = +1) = P(g; =
—1)=1/2). Fiir t € [n,n + 1] setzen wir

Xt = i 27i€i .
i=1

1. Skizzieren Sie eine ,typische’ Trajektorie von X, und untersuchen Sie
den Prozefl auf Stetigkeitseigenschaften. Was hat lim; .., X; fiir eine
Verteilung?

Loésungsvorschlag: X ist ein cadlag—Proze8, ist aber nicht linksstetig.
Seit >0, t € [n,n+ 1[. Weil fiir s > ¢ gilt:

Xi(w) = Xow)| < Y 27 ei(w)| =27 <27
i=n+1
ist X;(w) P—f.s. konvergent. Weiter ist die Verteilung von lim; .., X;

die Gleichverteilung auf [—1, 1]; um dies zu sehen, betrachten wir Y =
(X +1)/2:

(Xe+1)/2 = i2i(1 +:)/2.

i=1
Nun ist fiir ein dyadisches Intervall |k/2", (k 4+ 1)/2"] mit 0 < k < 2"
leicht nachzurechnen, dafl

lim Y; € Jk/2", (k +1)/2"] & > 271 +e)/2 € k/2" (K +1)/2")
i=1
und damit folgt sofort, dal P(lim; Y; € |k/2", (k+1)/2"]) = 1/2"; wei-
ter ist P(limY; = 0) = P(g; = 0 immer) = 0 (Borel-Cantelli). Folglich
stimmt die Verteilung von lim, Y; auf der Menge der dyadischen Inter-
valle mit der Gleichverteilung iiberein, und damit auch auf 9B([0, 1])
(schnittstabiles Erzeugendensystem).
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2. Bestimmen Sie die kanonische Filtration §;*.
Losungsvorschlag: Fiir ¢ € [n,n + 1[ ist § = o({e; : i < n}).
Denn einerseits ist X; eine meflbare Funktion der ¢;, andererseits ist
Xt - Xt—l = 2—n€n'

3. Priifen Sie, welche der folgenden Prozesse adaptiert sind beziiglich §;*:

(a) X, =1 27%; fiirt € [n/2,(n+1)/2[.
Losungsvorschlag: Nicht adaptiert, die Filtration wéchst zu schnell.
(b) X, =31, 27%, fiir t € [2n,2n + 1], X, = 0 sonst.
Losungsvorschlag: Adaptiert.
(c) X, =" 279, fiir t € [n,n+ 1] mit (&)iey einer i.i.d. standard-

normalverteilten Folge.
Lésungsvorschlag: Nicht adaptiert; die o-algebren von X, sind
offenbar iiberabzéihlbar, nicht endlich wie fiir X;.

(d) X, =T, exp{(log(1 + m;)**%} fiir t € [n,n + 1[ mit 7; als i—ter
Stelle der 27-adischen Entwicklung von 7.

Losungsvorschlag: Adaptiert; X; hidngt mefibar von e4,...,¢,
ab.

() X;:= >, 27, fiir t € [n,n+1[, mit & einer von ; unabhingigen
Bernoullifolge.

Losungsvorschlag: Nicht adaptiert, z.B. ist 0(&1) € o(e1). Denn
diese o—Algebren sind nach Voraussetzung unabhéngig, und der
Schnitt zweier unabhéngiger o—Algebren besteht stets nur aus
Mengen des Mafles 0 oder 1 (da diese Mengen ja von sich selbst
unabhéngig sein miissen).



Aufgabe 1:

1. Es seien X,Y stochastische Prozesse auf [0, 00); beide Prozesse mogen
rechtsstetige Pfade haben.
Zeigen Sie: Y ist eine Modifikation von X < X, Y ununterscheidbar.

Losungsvorschlag: “ < “ ist trivial, “ = “ : Es sei D C T eine
abzahlbare, dichte Teilmenge. Wegen der Rechtsstetigkeit von X — Y
gilt: Xy —Y,=0firalleteT < X, —Y, =0 fir alle t € D. Nun ist
aber

P(X, ~ Y, =0 VteD):P’(ﬂ{Xt—}/t:O}):l,

teD

und also auch P(X; — Y, =0 Vt e T)=1 (man beachte, daf§ hier das
Ereignis “X; —Y; =0 Vt € T sogar meBbar ist).

2. Geben Sie ein Beispiel fiir zwei Prozesse XY auf [0, 1] an, welche zwar
Modifikationen voneinander sind, aber nicht unterscheidbar.

Losungsvorschlag: Sei 7 eine auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsgrofie,
und setze X; = 0, und
1, t=
}/}/ — Y 7—7
0 t#71.

Dann ist fiir jedes feste ¢ offenbar P(X; = Y;) = P(7 # t) = 1; anderer-
seits gibt es fiir jedes w ein t(w) = 7(w), an welchem Yy (w) = 1 ist;
also folgt sogar sicher, dafl X; # Y, fireint € T.

Aufgabe 2: Es sei (& )er eine Familie von unabhéngigen, identisch verteilten
Zufallsvariablen mit P(§y, = ¢) < 1 fiir alle ¢ € R. Zeigen Sie, dal der
stochastische Proze3 X, := &, P—f.s. in keinem Punkt ¢t € R stetig ist.
Hinweis: Zeigen Sie mit Hilfe des Borel-Cantelli-Lemmas: Es gibt ¢g > 0,
sodaf fiir jedes 6 > 0 P—f.s. gilt:

sup | Xy — X >« Vk € Z.
t,5€ k6, (k+1)6]

Losungsvorschlag: Sei g > 0 so klein, dal P(X; — X, > g9) > 0 fiir
alle t,s € R. Sei nun k € Z gegeben. Aus dem Lemma von Borell-Cantelli
folgt, daf fiir jede Folge von verschiedenen Indices t1, s1, to, So,... mit t;,s; €
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k6, (k + 1)0[ gilt: P(|Xy, — X;,| < €0 w.0.) = 0, insbesondere P(sup, | X;, —
Xl < e0) = 0. Also gilt f.5. SUp; se i, (k41)5 | Xt — Xs| > €0, und also existiert
eine meflbare Menge (2., s vom Maf} 1, sodafl

Vw € Q.6 Yk € Z sup | Xi— X > €0
t,s€[k6,(k-+1)3]

Wir bilden nun Qq := [,,cx eo,2-m und behaupten, dafi auf € jeder Pfad
von X unstetig in jedem Punkte ist. Gdbe es ndmlich ein w € €y, sodafl
X.(w) in einem Punkte 7 stetig wére, so gidbe es ein § > 0, soda$ fiir alle s
mit |r — s| < d gelten wiirde | X; — X| < 9/2. Dann wiirde aber folgen:

sup |Xt<w)_Xs(w>| < sup |Xt(w)_Xr(w)’+ sup |Xr(w)_Xs(w)’ )
t,s€[kd,(k+1)d te(kd,(k+1)6 tekd,(k+1)d

was im Widerspruch zur Definition von 2 stiinde.

Aufgabe 3: Beweisen oder widerlegen Sie: Falls ein stochastischer Prozef§ X

auf [0, oo[ stetige Pfade besitzt, so ist seine kanonische Filtration §;* rechts-

stetig.

Losungsvorschlag: Die Behauptung ist falsch; eine Gegenbeispiel ist z.B. fol-

gender Prozefl: Sei 2 = {h,r},A = P(Q), und setze X;(h) :=t, Xi(r) = —t.

Offenbar ist X stetig, und F = {0,Q}, wihrend fiir jedes ¢ > 0 gilt, daf}
X — (o).

Aufgabe 4:

(a) Sei I # () und (S, &) ein Mefiraum. Die o—Algebra &' ist die kleinste o—
Algebra auf ST, beziiglich der alle Projektionen 7, : ST — S, f — f(s),
mefbar sind. Zeigen Sie, dafl eine Abbildung U : (<, 2') — (5!, &1)
meBbar ist genau dann, wenn alle Abbildungen 7,0 U : (0, 2") —
(S, &) meBbar sind.

Losungsvorschlag: Sei zuniichst U mefibar beziiglich ', &7, Weil die
Projektionen 7, &/~&-meBbar sind, sind die Kompositionen 7, 0 U of-
fenbar '-G-mefBbar. Sei nun umgekehrt fiir jedes s € I die Abbildung
s o U eine A'-G—meBbare Abbildung. Wir betrachten nun

T = {Agsf : U‘l(A)EQL’}.

Dies ist eine o—Algebra, weil U (|, 4i) = U, U1 (A;), U, Ai) =
N;(UA;) und U~1(A°) = [U1(A)]°. Nun sind die o—Algebren o(m)
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Teilmengen von ¥: Fiir A € o(nm,), A=7,'(B), Be & ist U }(A) =
(ms 0 U)71(B) € ' nach Voraussetzung. Da &' aber die kleinste o—
Algebra ist, welche alle o—Algebren o(m,) enthilt, folgt & C T, und
damit ist U meBbar.

Es sei X ein stochastischer Prozef§ auf [0, co[ von dem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2,2(, P) in den Zustandsraum (S, &). Folgern Sie aus (a)
fiir die Abbildung U : Q — S U(w) = (X (w))s<; daB o(U) = F.

Losungsvorschlag: Nach Teil (a) ist fir jede o—Algebra 2 die Ab-
bildung U 2A'~-&-meBbar genau dann, wenn die Abbildungen (7, o
U)(w) = Xs(w) alle A'-&-meBbar sind. Die kleinste o—Algebra o(U),
beziiglich der U o(U)-&-mefbar ist, ist also die kleinste o—Algebra,
beziiglich der alle Zufallsvariablen X, s < ¢, meBbar sind, und das ist
nach Definition gerade F;.



