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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Direkte Inversenberechnung)
Die Inverse einer Martix A € R™" lisst sich unter anderem folgendermaflen bestimmen:
Man stellt der zu invertierenden Matrix A die Einheitsmatrix I gegeniiber. Nun formt man mittels
elementarer Zeilen- und Spaltenumformungen A in eine Einheitsmatrix um. Alle Umformungen

werden genauso an der gegeniibergestellten Matrix I vorgenommen. Die Matrix, welche man hier-
durch erhilt, ist A1

Beispiel: Sei

2 -2 0
A=1-2 2 =2
0 -2 2

Wir teilen im ersten Schritt alle Zeilen durch 2.

2 -2 0100 1 -1 0] 00
-2 2 2|01 0]~|-1 1 -1]0 % 0
0 -2 210 0 1 0 -1 1]0 0 3
1 -1 0[5 00 0 -1 0|3 3 3
Z2;|:)Z3 1 0 0lo0 %% Z1;|:)Z2 1 0 0l0 %%
0 -1 1|0 0 3 0 -1 1|0 0 3
1oy
Z?{:_)Zl 1 0 ol o0 %%
0o o0 1|-% -3 0
Zeilenvertauschung und Multiplikation mit —1
1 0o0lo0 -1 -1
IETR S
~[0 10 2“3 3
00 1|-2 -3 0
Somit gilt
[0 11
A‘l_—§111
110



Bestimmen Sie die Inversen zu folgenden Matrizen!

11010

1 0 4 11101
A=|12 1 2}, B=]|110 01
-1 3 0 10011
10001

Uberpriifen Sie das Ergebnis durch Berechnung von AA~! und BB 1.

Aufgabe G2 (Eigenwerte einer Dreiecksmatrix)

Sei
a171 . *

A=
0 Q.

eine Dreiecksmatrix.
Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von A. Was sind die Eigenwerte dieser Matrix?

Aufgabe G3 (Transformationsmatrizen)
Im Komplexen gilt, dass zu jeder Matrix A € C™" eine unitiire Matrix B € C™" existiert, so

dass
D=BT.A-B

eine (obere) Dreiecksmatrix ist.

Zeigen Sie, dass fiir die reelle orthogonale Matrix

keine orthogonale Matrix

_[a b 2,2
p-( e

existiert, so dass D = BT - A - B Dreiecksgestalt hat.

Berechnen Sie nun C7 - A - C, wobei C die komplexe unitéire Matrix
2
-2 (1. 1.)
T —i
sel.

Aufgabe G4 (Hauptachsentransformation)
Gegeben sei die Matrix

T2 1
a2 22 5%
- 3 3
RSN

6 3 6

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A.

(b) Bestimmen Sie die zugehorigen Eigenvektoren.



Eine symmetrische Matrix M ist diagonaldhnlich mit einer orthogonalen Transformationsmatrix.
D.h. es existiert eine orthogonale Matrix S € R™™ mit

S1.M.S=D,

wobei D eine Diagonalmatrix ist.
(c) Bestimmen Sie die zu A gehoérenden Matrizen S und S~!.
(d) Geben Sie die Matrix D an, zu der A diagonaldhnlich ist.

Hausiibung

Aufgabe H1 (Quadratische Form) (4 Punkte)
Gegeben sei die quadratische Form

Q(x1,x9,23) = :v% + 2x% + 3:15% — 4z129 — 47073
(a) Geben Sie eine symmetrische Matrix A € R33 an, so dass gilt:
Qalz)=2T - A-z=Q(=) mit = = (1,2, 23)".
(b) Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix S € R*3 derart, dass gilt:
ST.A.8=D,

mit einer Diagonalmatrix D.

(c) Bestimmen Sie die quadratische Form
Qp@#) =27 -D-z mit £=257. =,

wobei D die Diagonalmatrix und S die orthogonale Matrix aus Aufgabenteil (b) ist.

Aufgabe H2 (Eigenwerte und Eigenvektoren) (4 Punkte)
Fiir a = 2 und ¢ = —2 betrachten wir die Matrix
-1 V30
A= V3 1 0
0 a—2 a

(a) Berechnen Sie in beiden Fillen die Eigenwerte der Matrix.

(b) Im Fall @ = 2 besitzt A Eigenvektoren, die eine Orthonormalbasis {u1,u2,u3} des R® bilden,
d.h. sie haben jeweils Linge 1 und sie stehen paarweise senkrecht aufeinander. Bestimmen
Sie eine solche Basis und verifizieren Sie, dass fiir die Matrix U = (u1,u2,u3)

M 0 0
UtAU=1| 0 X 0 |,
0 0 X3

gilt, wobei A1, A2, A3 die Eigenwerte von A sind. (Beachten Sie, dass Matrizen, deren Spalten-
vektoren Liange 1 haben und paarweise aufeinander senkrecht stehen, orthogonale Matrizen
sind, d.h. es gilt U~! = UT.)

(c) Gibt es auch im Fall a = —2 eine Basis des R® aus Eigenvektoren von A?



Aufgabe H3 (Positiv und negativ definit bzw. semidefinit) (4 Punkte)
(a) Welche der folgenden Matrizen sind
(i) positiv definit,
(ii) negativ definit,
(iii) indefinit,
(iv) positiv semidefinit,
(v) negativ semidefinit?

Begriinden Sie jeweils und geben Sie im indefiniten Fall Vektoren an, die Ihre Behauptung

belegen.
4 2 4 1 4 3 -4 2 —4 1
w=(a )= (i )ow=(a0) s (2 1) = (1)
210 -2 -2 0 -1 00
As=| 1 1 0 |,A,=| -2 4 0 |,As= 0 -2 0
0 00 0 01 0 00
(b) Betrachten Sie die Matrix
1 a a
A=]la 1 a], a€R
a a 1
Geben Sie die Werte von a an, fiir die die Matrix A positiv definit ist.



