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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Lineare Abbildungen und Matrizen)
a) Sei ¢ : R — R? eine lineare Abbildung. Weiter sei

1 0 1
bl<1) b2<o) b3(_1)
0 1 0
wd o) = (¢ ) wt=(1) eta=( ).

(i) Bestimmen Sie das Bild des Vektors z = (2,0,1)7, der beziiglich der Basis {b;, b2, b3}
gegeben ist.

(ii) Bestimmen Sie die Abbildungsvorschrift beziiglich der Basisvektoren {b1,b2,bs}. D.h.
geben Sie an, wie ein beziiglich {b;, b2, b3} gegebenes, beliebiges z € R? durch ¢ in den
R? abgebildet wird.

(iii) Versuchen Sie nun wie in (i7) die Abbildungsvorschrift beziiglich der kanonischen Basis
{e1,e2,e3} anzugeben.

Hinweis: Stellen Sie zuerst die Koordinateneinheitsvektoren als Linearkombinationen der b; dar.

b) Wir betrachten die linearen Abbildungen ¢ : R? — R? und % : R> — R mit

o(z1,32) = (T2, 1,371 — 32)7, YY1, y2,Y3) = Y2 + y3 — y1-

(i) Bestimmen Sie die zu ¢, ¥ und 1 o ¢ gehoérigen Matrizen.
(ii) Bestimmen Sie Kern(y) und Bild(y) und geben Sie jeweils eine Basis an.

Aufgabe G2 (Matrizenrechnung)
Berechnen Sie fiir

-1 2
4 -1 2 50
A_(_2 1>,B_(211),C—( g?)undD_(Ogl)

die Produkte AB, AC, BC, BA, CA, CD, DC und AC”, falls diese definiert sind. Welche der
Summen A + B, A+ C und B + C konnen Sie bilden?



Aufgabe G3 (Spiegelungen)
Sei ¢ : R?2 — R? die Spiegelung an der z1-Achse und 9 : R? — R? die Spiegelung an der Winkel-
halbierenden zo = z1.

Bestimmen Sie die Matrizen der linearen Abbildungen ¢, 1, ¢ o % und 1 o ¢. Machen Sie sich
geometrisch klar, was die beiden letzten Abbildungen beschreiben.

Aufgabe G4 (Determinanten)
Fiir die Determinante det A einer 2 x 2-Matrix gilt,

a1l a2
a1 a2

det A = det [011 alQ] = = 611022 — A12021.

a21  Qa22

Die Determinante einer 3 x 3-Matrix 148t sich wie folgt berechnen:

a1 a12 aiy

a2 a a a az a
az1 asz2 as3
Gegeben seien die Matrizen
4 8 111 1 3 4
A=<_3 _5> B=[0 05| c=(3 2 8
4 27 2 —6 -8

a) Bestimmen Sie die Determinanten der Matrizen.

b) Bestimmen Sie Rang, Dimension des Kerns und Dimension des Bildes der Matrizen.



Hausiibung

Aufgabe H1 (Lineare Abbildungen und Matrizen) (4 Punkte)
Bestimmen Sie die Funktionsgleichungen der linearen Abbildungen, die zu den folgenden Matrizen
gehoren:

01 A0 1 1 -1 1 A
wm(21) (3 2) A ) we(32)

wobei A und p reelle Zahlen sind. Welche geometrische Bedeutung haben diese Abbildungen?

Hinweis: Mit Funktionsgleichungen sind die Gleichungen gemeint, die entstehen, wenn man auf einen beliebigen Vektor z € R?2
die Matrix Ag, k =1,...,4 anwendet. Also:

fe(z) =Ap -z mitac:(ﬂv1 >

T2

Aufgabe H2 (Matrizenrechnung) (6 Punkte)
a) Gegeben seien die Matrizen
10
A=|23), B=@12), C:(2l>.
11 10

Untersuchen Sie bei jeder moglichen Kombination von Matrizen, ob die Summe bzw. das
Produkt definiert sind, und berechnen Sie dieses falls moglich, also:

A+A, A+B,A+C,B+A, B+B,B+C,C+A,C+B,C+C,
AA, AB, AC, BA, BB, BC, CA, CB, CC.
b) Weiter seien
0

3 1
oo 3). (3 )

Berechnen Sie auch BD, DB, CF und FC.
c) Esseien n € Nund A, B € R*"*". Gilt dann immer

(A+ B)* = A + 2AB + B*?
(Wir schreiben auch bei Matrizen A? := AA, A% := AAA, ...)

Aufgabe H3 (Rotationsmatrizen) (4 Punkte)
Sei 0 < a < 27 ein fester Winkel. Die Matrix

A <c9sa —sin a)
sina  cosa
beschreibt eine Rotation/Drehung der Ebene um den Winkel @ mit dem Ursprung als Drehzen-
trum.

a) Was ergibt A -e; bzw. A - e2? Machen Sie sich anhand einer Skizze klar, dass dies wirklich
eine Rotation um den Winkel « ist.

b) Zeigen Sie, dass diese Abbildung die euklidische Linge eines Vektors und das Skalarprodukt
von je zwei Vektoren unverindert lisst. Berechnen Sie auflerdem das Skalarprodukt zwischen
einem Vektor v € R? und seinem rotierten Vektor (v' = A - v).

c) Wie sieht die Rotationsmatrix um die z-Achse im R3 aus?



