TECHNISC_I_—IE Problemseminar Analysis
UNIVERSITAT 9. Juli 2007
DARMSTADT

10. Wieder Irrationale Zahlen

46. a) Zeigen Sie, dass e irrational ist. Hinweis: Beweisen Sie indirekt: falls e = § mit a,b € Z

so gilt bnle = an! fir alle n € N. Was passiert wenn n sehr groff ist?
b) Zeigen Sie, dass e? irrational ist. Hinweis: Beweisen Sie mit Widerspruch: ea = e~'b mit

a,b € Z; siehe Teil a).

47. Das Ziel dieser Aufgabe ist die Irrationalitéit con 7 zu zeigen.
a) Fiir ein festes r betrachte die Zahl

1
an, ::/ (1 —z*)" cosrz da

-1
Zeigen Sie, dass fiir n > 2
_2n(2n - 1ay—1 —4n(n — 1)a,_»

= gilt.

n

b) Bestimmen Sie ag und a;.
c) Zeigen Sie, dass
n! .
an = 5o (p(r) sinr — g(r) cos r),
mit p,q Polynome mit ganzen Koeffizienten und degp,degq < 2n — 1.
d) Bisher war r € R beliebig, nun setze r = 7/2. Zeigen Sie:

1
0<a,< / cosrrdxr =: ¢

-1
2n+1

n!

e) Indirekt nehmen wir 7 = ¢ mit a,b € Z, an. Zeigen Sie, dass *——a,, eine ganze Zahl ist.

b
f) Schliessen Sie einen Widerspruch aus e) und d).

48. Eine Zahl 2 € R heifst Liouville-Zahl, falls fiir jedes n € N existiert p,q € Z, ¢ > 1 mit
(+) 0<|z—8l <3

a) Zeigen Sie, dass eine Liouville-Zahl irrational ist. Hinweis: Um mit dem Begriff vertraut zu sein,
zeigen Sie zundchts, dass eine ganze Zahl nicht Liouwville-Zahl sein kann. Dann nehme indirekt
an, die Liouville-Zahl x rational wire (v = ¢, a,b € Z, b > 1). So gilt |x—L| = |3 —£] > % > &
fir alle p,q € Z, q > 1 mit % # 4. Da (%) fir jedes n gilt (fir ein q und p), kann man mit

geeigneter Wahl von n einen Widerspruch (mit (x)) folgern.
T b) Wir setzen £:= 3 >°  10~"". Zeigen Sie, dass ¢ eine Liouville-Zahl ist.

49. Sei P ein Polynom des Grades n und a € R\ Q eine Nullstelle von P. Dann existiert eine
Konstante C so dass,
|a— Zi‘ > q% fiir alle a,b € Z, b > 0.

Um dies zu zeigen iiberlegen Sie die folgende Schritte:

a) Zeigen Sie, dass q"P(%) fiir jedes p,q € Z, g > 0 eine ganze Zahl ist.

b) Zeigen Sie. dass |P(%)| = |a — £ - [P'(§)| fiir ein { zwischen a und £.

c) Setze m := maxX,¢c(q—1,q+1] | P'(z)] und es seien ay,...,a; die reelle Nullstellen von P die von
a verschieden sind. Wahle ein 0 < C < min{l,1/m,|a — a1],...,|a — ag|}. Wir behaupten,
dass C der gewiinschten Bedingung geniigt. Indirekt nehmen wir an, dass es p,q € Z, ¢ > 0 mit
la — £ < q% < C gibe. Zeigen Sie:

i) Es gilt P(2) # 0, und daher |¢"P(£)[ > 1.
ii) Schliessen Sie aus b) und der indirekten Annahme, dass ¢"P(%)| <1 gilt, und damit auch
einen Widerspruch.

50. Zeigen Sie, dass eine Liouville-Zahl a transzendent ist, d.h. es gibt kein Polynom P mit
ganzzahligen Koeffizienten mit deg P > 1, so dass P(a) = 0. Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 48
und 49.



