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B. Die Sitze von Hahn-Jordan, Radon-Nikodym und Lebesgue

Im Folgenden sei (X, M) ein messbarer Raum. Eine o-additive Funktion 4 : M — RU{—00, +o0}
heifst signiertes Map.

8. Hahn-Zerlegung. Fiir ein signiertes Maf p existieren N, P € M mit X = N U P und
NNP={,so dass fiir alle A € M

wWANP)>0 und pu(ANN) <0 gelten.

Zeigen Sie zundchst:

a) Die (endliche) signierte Maje bilden einen R-Vektorraum.
b) FEin signiertes Mafl kann nicht beide Werte —oc und +oc annehmen.
c) Ist A,B € M und B C A, so gelten

MA) <400 = pu(B) < +oo; und p(Ad) > —co = u(B) > —oo.

d) Wir nennen eine Menge A negativ, falls fir alle B C A die Ungleichung u(B) < 0 gilt. Ist
1(A) <0 so ezistiert eine negative Menge A' € M, A' C A mit p(A") < u(A). Zum Beweis:

i) Sei k1 € N die kleinste natiirliche Zahl, so dass eine Menge Ax C A ezistiert mit u(Ay) >
1/ky. Falls keine solche Zahl gibt es, dann ist A' = A eine passende Wahl.

ii) Es gilt p(A\ A1) < p(A). Fir die Menge A\ Ay verwenden wir i), und erhalten ko und Ay
mit (A \ A1 \ A2) < u(A) und p(As) > 1/ks. Rekursiv findet man A, und k, € N. Die
Konstruktion kann in endlich vielen Schritten zu Ende kommen, also wir finden z.B. kein
kn mehr. In diesem Fall, ist A' :== A\ (A1 U---U A,_1) eine passende Wahl.

i) Es gilt ), ﬁ < +00, und daher k, — oc fir n — oo.

iv) Wir setzen A' := A\ |J,, An . Die Menge A’ hat die gewinschte Eigenschaften.

Nun zum Beweis der Hahn-Zerlegung:

d) OBdA: u nimmt den Wert —oc nicht an.

e) Sei a := inf 4 pegativ W(A). Betrachte eine Folge A, mit u(A,) — a. Zeigen Sie, dass N :=
Unen An eine negative Menge ist, es gilt —oc < a < 0, und ferner sind mit P := X \ N die
gewtinschte Eigenschaften erfillt.

9. Jordan-Zerlegung. Wir setzen
p4(A) :==sup{u(B) : BC A} und p_(A4) = —inf{u(B): B C A}

Dann Sind g4 und p_ positive Mafe und p 188t sich als p = py — p— zerlegen. Hinweis: verwenden
Sie die Hahn-Zerlegung und zeigen Sie: ui(A) = u(ANP) und p—(A) = p(ANN).

Es seien p und v positive Mafte. Wir nennen v absolut stetig beziiglich u, falls fiir alle A € M
die Gleichheit u(A) = 0 auch v(A) = 0 impliziert; die Notation dafiir ist v <« p. Falls 4 < v und
v < 1, 80 heiflen p und v dquivalent: pu ~ v. Ferner heifen p und v (zu einander) singuldr, falls
eine Menge A € A existiert mit v(A) = 0 und u(X \ A) = 0.

110. Zeigen Sie die folgende Aussagen:

a) < ist eine transitive Relation, ~ ist eine Aquivalenzrelation.
) L ist eine symmetrische Relation.

c¢) Gilt v < pund p L v, soist v = 0.

d) Es gilt p; < 3207, n-

e) Firvy <p(j=1,...)gilt Y vn < p

f) Firv; Lp(j=1,...)gilt > Vo L p
) Falls v < p L o, sogilt v | o.
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t11. Sei f: X — Ry integrierbar, wir setzen

(1) v(A) = / fdu fir alle A € M.
A
Zeigen Sie, dass somit ein Maf definiert wird, das beziiglich u absolut stetig ist.

t12. Fiir endliche Mafse p, v betrachten wir die Menge

Fi= {OSgELl(M):/AfdﬂSV(A)}

Beweisen Sie:
i) 0e F.
ii) Fiir f,g € F gilt max(f,g) € F.

iii) Es gibt f € F mit
/fd,u:sup{/gd,u:ge}"}.
X X

113. Satz von Radon—Nikodym und Lebesgue. Seien p, v positive und endliche Mafe. Dann
existierert eine Zerlegung v = a+ § mit @ < g und g L u. Falls v < u, dann gibt es eine positive
messbare Funktion f: X — R, so dass (1) gilt. Alle dieser Darstellungen sind eindeutig.
Zum Beweis betrachten Sie die folgende Schritte:
a) Sei f die Funktion aus 12.c). Wir setzen 3(A) := v(A)— [, fdu. Dann ist § ein positives Map.
b) Es gilt B L p. Um dies zu zeigen:
i) Setze B, := [ — %u und betrachte die zugehorige Hahn-Zerlegqung X = P, U N,,. Zeigen
Sie, dass die Funktion F := f + %Xpn zu F gehort.

ii) Zeigen Sie p(Pp) = 0 und p(P) = 0 fiir P := J, ey Pn.-

i) Zeigen Sie B(N) =0 mit N = X \ P = (,,en Nn-
¢) Wir setzen a(A) := [, f dp. Zeigen Sie, dass o und 3 die gewiinschte Eigenschaften haben.

o-endlicher Mafiraum.

Die Funktion f in dem obigen Satz heifst die Radon-Nikodym Ableitung von v beziiglich u.
Manchmal wird die Notation f = ((li_;l:'
t14. Die Sitze von Radon—Nikodym und Lebesgue gelten fiir v, u o-endliche Mafie. Fiihren Sie
diesen Fall auf den endliche Fall zuriick.

Fiir ein signiertes Mafl betrachte die Jordan-Zerlegung und setze 7 := v + v_. Dann ist 7 ein
positives Maf und heifst die totale Variation von v. Wenn pu ein positives Mak ist, nennen wir v
singuldr bzw. absolut stetig beziiglich p, falls die totale Variation 7 jeweils diese Eigenschaften
besitzt. Mit dieser Definiton gilt der Radon-Nikodym-Lebesgue Satz fiir o-endliche signierte Mafe
v und positive Mafse p.

115. Seien p, v positive Mafie mit ¥ < g und f die Radon-Nikodym Ableitung von v beziiglich
. Zeigen Sie, dass

/ngZ/gfd,u gilt fiir g € L' (v).
X X

Zundchst zeigen Sie dies fir einfache Funktionen.



