TECHNISCHE Problemseminar Analysis
UNIVERSITAT 30. April 2007
DARMSTADT

A. Der Bairesche Kategoriensatz

Im Folgenden sei (X, d) vollstéandiger, metrischer Raum.

t1. Seien X D Fy D Fy D F3 D --- D F,, O --- nicht leere, abgeschlossene Mengen mit diam F,, —
0 fiir n — oo. Beweisen Sie:

() Fn #0.
n=1
Durch Beispiele zeigen Sie die Notwendigkeit der Bedingungen.

12. Eine Menge A C X heift dicht in X, falls der Abchluss von A gleich X ist, also A = X.
Ferner heift A nirgends dicht, falls fiir jede offene Menge G eine offene Kugel B(z,r) C G mit
B(z,r)NA = 0 existiert. Ist A = Jo, A, mit A, nirgends dicht, so heikt A von erster Kategorie,
sonst von zweiter Kategorie. Beweisen Sie die folgende Aussagen:

a) A ist dicht genau dann, wenn fiir jedes # € X eine Folge (z,) C A mit z,, — x existiert.
b) Sind A, B dicht so ist AU B auch dicht (aber A N B nicht unbedingt).

c) Sind A, A, ..., A, nirgends dicht, so ist 41 U A3 U---U A, auch nirgends dicht.

d) Sind Ay, As,..., Ap,... von erster Kategorie, so ist |J;_, A,, auch von erster Kategorie.

t3. Baire-Kategoriensatz: Sei (X,d) vollstandiger metrischer Raum und ) # G C X offen.
So ist G nicht von erster Kategorie.

Hinweis: Indirekt sei G = J, .y Hn mit H, nirgends dicht. Induktiv finden Sie G 2 B(z1,m1) 2
B(xy,71) D B(xa,15) D B(wa,m2) D --- O B(wn,mn) 2 B(xp,rn) D ---, mit B(x,,ry,) N H, = 0.
Verwenden Sie 1.

Man moge sich es so auffassen, dass Mengen von erster Kategorie sind, in einem bestimmten Sinn,
klein. Der obige Satz druckt aus, dass nichtleere offene Mengen in X sind aber groff. Ferner ist
der Satz in Existenzbeweisen manchmal ganz niitzlich, und erlaubt es, unter anderen, die folgende,
nicht triviale Resultaten (5, 6) zu beweisen.

t4. Eine F,-Menge A C X ist von erster Kategorie genau dann, wenn int A = (), also das Inneres
von A leer ist.

Hinweis: Eine abgeschlossene Menge F is nirgends dicht falls [ F = (. Eine Menge von erster
Kategorie muf leeres Inneres besitzen. Umgekehrt zeigen Sie: falls eine F, Menge A leeres inneres
hat, so gilt A = UnGN F,, mit F,, abgeschlossen und int F}, =

15. Die Menge Q C R nicht eine G5-Menge (also ist nicht der Schnitt von abzé&hlbar vielen offenen
Mengen).

Hinweis: Man zeige, dass fir Gs-Mengen die Figenschaften “nirgends dicht” und “von erster Kat-
egorie” dquivalent sind. Dazu Beweisen Sie, dass das Komplement einer G5 Menge F, ist, und
verwenden Sie t4. Schliefllich: Q ist nicht nirgends dicht aber ist von erster Kategorie.

16. Sei f: Ry — R stetige Funktion. Nehmen wir an, dass fiir jedes x > 0 gilt f(kz) — 0 fir
k — oco. Zeigen Sie, dass f(z) — 0 fiir z — oo.

Hinweis: Gegeben sei e > 0. Wir setzen A, := {x : |f(kz)| <€ fiir alle k > n}. Dann |J,cn An 2
(0,400). Zeigen Sie, dass die Mengen A, abgeschlossen sind, und fir ein ng A, ein Intervall
[a,b] enthdlt. Zeigen Sie, dass By, := {kx : x € [a,b],k > ng, k € N} eine Halbgerade enthilt.

17. Das Ziel dieser Aufgabe ist es, den Unterschied zwischen “klein in dem Kategorien-Sinn” un

“klein in dem Lebesgue-Sinn” zu untersuchen. Sei Q = {r1,r2,...}. Wir setzen
Go= | —L27% e+ 227%), A:=()G1, und B:=R\A
k=1 n=1

Zeigen Sie: A ist eine Lebesgue-Nullmenge und B ist von erster Kategorie. (Also R ist die Vere-
inigung “zweier kleinen” Mengen.)



