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12. Ubung mit Lésungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 1) Sternformige Mengen und exakte DGLen

Ein sternférmiges Gebiet G C R? ist ein Gebiet, das einen festen Punkt z € G besitzt, so
dass die gerade Strecke von z zu jedem anderen Punkt von G noch vollstindig in G liegt.
Zum Beispiel ist der R? sternférmig (wihle z.B. z = (0,0)) oder ein Kreis mit Mittelpunkt
z oder eben ein jechter* Stern. Ein nicht-sternférmiges Gebiet ist z.B. R?\ {(0, 0)} oder ein
,Autoreifen”.

Eine DGL der Form
Az, y)+ Blz,y) -y =0 (1)

fiir stetige Funktionen A, B : G — R heifit exakt, wenn es eine stetig differenzierbare
Funktion U : G — R gibt mit %—g = A und %—g = B. In diesem Fall kann man das AWP

A(aﬁ,y)—i-B(x,y) 'y,:()
y(zo) = %o

(2)

fiir (xo,yo) € G lokal eindeutig l6sen durch Gleichsetzen U(z,y) = U(zo, yo) und Auflésen
nach y, falls das moglich ist. In diesem Fall heifit U eine Stammfunktion der DGL (1).

Ob eine DGL exakt ist, ldsst sich folgendermafien erkennen:

Satz: Ist G sternférmiges Gebiet und gilt fiir die DGL (1) die Bedingung % =98 50 ist
die DGL exakt.

(a) Sei G = (0,00) x (0,00), seien A(z,y) = z_g und B(z,y) = y2;f$2 auf G und sei
(%0, 40) = (1,1). Begriinden Sie, warum in diesem Fall die DGL (1) exakt ist und lsen
Sie das AWP (2).

(b) Sei G =R?\ {(0,0)}, seien A(z,y) = 77 und B(z,y) = 75 auf G und sei (2o, yo) =

(1,1). Rechnen Sie nach, dass % = 2B gilt. Haben wir in diesem Fall eine exakte DGL?

LOSUNG:
(a) G ist der erste Quadrant im R?, also sternférmig. Auflerdem gilt

O gy = W B OB
8y ay - yﬁ - y4_ ax ay'



Somit haben wir es mit einer exakten DGL zu tun. Um das zugehorige AWP zu
16sen, miissen wir eine Stammfunktion U bestimmen. Dazu integrieren wir zunéchst
A unbestimmt nach z:

U(x,y)z/ xyda:—/—dx-——!—c(y)

Um c und somit auch U zu bestimmen, leiten wir U nach y ab und setzen mit B gleich:

oU —32%y% —322 v y? — 322
—(z,y) = +c = +cd(y) = —
o (z,y) : (y) " (y) "
2
! _y 1

Jetzt integrieren wir ¢’ unbestimmt nach y und erhalten damit eine Moglichkeit fiir ¢,
z.B. c(y) = _71, also auch eine Méglichkeit fiir U, ndmlich z.B.
22 1

Uz,y) = gy

Nun setzen wir U(z,y) = U(zo, ¥o), also haben wir

22 1 1 2 1 .
vy 1 vy

Weil wir uns nur im ersten Quadranten des R? aufhalten, heifit unsere eindeutige
Losung y(x) =

(b) Es gilt
0A —(2*+y?) —(~y) -2y Y —2? > +y’—x-2c OB
- (=,9) = 2 22 =2 N2 2 ——(z,9).
dy (22 + y?) (22 +y?) (22 +y?)? O

Da die Funktionen A, B nur auf dem nicht-sternférmigen Gebiet R2\ {(0,0)} definiert
sind, sagt uns obige Gleichung noch nichts iiber die mogliche Exaktheit der DGL. Man
kann sogar zeigen, dass es auf R?\ {(0,0)} keine Stammfunktion der DGL geben kann.
Beschrénkt man sich aber auf sternférmige Teilgebiete, so ist die DGL auf diesen exakt
und eindeutig l6sbar.

(G 2) Trennbare DGLen
Eine DGL der Form

y = f(z)-9(y) (3)

fiir auf Intervallen definierte stetige Funktionen f, g heifit trennbar und das zugehorige
AWP

Y i f(z)-g(y) )
Y(7o) = Yo

lisst sich, falls g(yo) # 0, lokal eindeutig 16sen durch

o by, = @) s
Yy =f(z) g9ly) = f(x)-9(y) :>g(y)dy f(z)d

=>/—dn—/f

und Auflésen nach y, falls das moglich ist.



(a) Losen Sie das AWP (4) fiir f(z) = i, g(y) =1+ y? und (zq,9) = (1,0).
(b) Losen Sie das AWP
1+e")-y-y =e"
y(0) =1
LOsuNG:

(a) g(yo) # 0 ist offensichtlich erfiillt. Wir rechnen:

/0 T dn —/ —d¢ = arctan(y) — arctan(0) = log(z) — log(1)
—> arctan(y) = log(z) = y = tan(log(z)).
(b) Wir formen die DGL folgendermaflen um:

er er 1

(A+e)-y 1+e y

1+e")-y-y=e" = ¢ =

Also ist f(z) = und ¢(y) = % und ¢(yo) = 1 # 0. Dann haben wir:

1—|—e”3

T

1+eé

01+

2 1 1
% 5= log(1+¢€”) —log(1+¢€°) = ¢y* =2 (5 +log(1 +€”) — log 2)

1 T
=>y:\/1+210g( ;6 )

Diese Losung ist definiert, solange

1 o 1 o -1 1 o -
1+ 2log te >0 <= log te > — <= te >e?
2 2 2
= T>2%7 -1 < x>log<26_71—1>.
= 0.671495...
Also ist die Losung fiir alle x > 0 definiert.
(G 3) Lineare DGLen und Variation der Konstanten
Eine DGL der Form
v +a(@)-y=f(z) (5)

fiir auf einem Intervall I C R definierte stetige Funktionen a, f heifit lineare DGL 1.
Ordnung und das zugehorige AWP

v +a(@)-y= /@ .

lasst sich fiir beliebige yo auf dem ganzen Intervall I global eindeutig l6sen durch

y(z) = e=A@ . (y0+ / " A© £(g) dg), wobei A(z) = / " at) dt.

Zo Zo



(a) Losen Sie das AWP ' = ¢; y(zo) = yo fiir allgemeine feste ¢, 2o, yo € R.
(b) Losen Sie das AWP ¢ + 5y = 10z + e °%; y(0) = 0.

LOSuUNG:

(a) Es ist a(z) = 0 fiir alle x € R Somit ist auch A(z) = 0 fiir alle z € R Es gilt:
y(z)=1-(yo+ f,i)(l -¢) d€) = yo + c(T — xp).
(b) Es ist a(z) = 5, also ist A(z) = [, 5dt = 5z und es ist f(z) = 10z + e~>". Es gilt:

— =5z ’ 5¢ —5¢ — =5z ’ 5¢ ?
y(z) =e (0+/0 e* (106 + e )d§> e (/0 10¢e d§+/0 1d§)

con Yo (o fe3) 1)

1 2
:2<x——>+ +5:r'

5 5edz

(G 4) Extremwertaufgabe
Gegeben sei die Funktion f: R?> - R, (z,y) — 22 — 2zy + 3y* — 10, die es auf der Menge

M := {(z,y) € R*| g(z,y) < 0}
mit
g(z,y) = 2" + 2y -1

zu minimieren und zu maximieren gilt.

(a) Um was fiir eine Menge handelt es sich anschaulich bei M? Warum muss die Funktion
f auf M sowohl ein Maximum als auch ein Minimum annehmen?

(b) Berechnen Sie das Maximum und das Minimum von f auf M. Gehen Sie dabei in zwei
Schritten vor: Minimieren Sie f auf der offenen Menge M° = {(z,y) € R?| g(z,y) < 0}
und dann auf der Menge OM = {(z,y) € R?| g(z,y) = 0}.

LOSUNG:

(a) Die Menge M ist eine Ellipse inklusive ihrem Inneren im R?. Sie ist beschrinkt und
abgeschlossen, also kompakt und die stetige Funktion f nimmt daher auf ihr Maximum
und Minimum an.

(b) Um f auf M° zu bestimmen gehen wir vor, wie bei jeder Extremwertaufgabe auf
offenen Mengen des R": Wir bestimmen den Gradienten V f, betrachten die Nullstellen
von V f und betrachten an diesen Stellen die Hesse-Matrix # ;.

. 2r — 2
Es ist Vf(z,y) = (—Zx n gy

und —2zx + 6y = 0 gelten, aber dann muss —2y + 6y = 0 sein, also y = 0 und daher
2 _
-2 6
Matrix unabhéngig von (z,y) diesen Wert annimt, also auch fiir (z,y) = (0,0). Die
Hesse-Matrix #(0,0) ist positiv definit, da die Hauptabschnittsunterdeterminanten
positiv sind:

), also ist Vf(z,y) = 0 genau dann, wenn 2z — 2y =0

auch z = 0. Die Hesse-Matrix ist H;(z,y) = . Beachten Sie, dass die Hesse-

2

det(2) =2 > 0 und det (_2

-2
6>—12—4—8>0.



Somit liegt in (0,0) ein Minimum der Funktion vor, der Funktionswert an dieser Stelle
ist f(0,0) = —10. Somit ist auch klar, dass das Maximum von f auf M auf dem Rand
OM angenommen wird.

Die Extremwerte von f auf O0M zu bestimmen, ist eine Extremwertberechnung unter
einer Nebenbedingung, ndmlich unter g(z,y) = 0. Wir konstruieren die Hilfsfunktion
L:= f—)g, also L(z,y) = 2 — 2zy + 3y? — 10 — Az? — 2\y? + ) und setzen ihren

Gradienten Null, d.h.
2z —-2y—2Xxx\ _ (0
VL(z,y) = (—233 + 6y — 4)\y> B <0) ’ (7)

Wir betrachten nun drei Fille:
1. Fall: z = 0.

Aus Gleichung (7) folgt —2y = 0, also y = 0, was aber unméglich ist, da = und y nicht
gleichzeitig Null sein kénnen, denn (0, 0) liegt nicht auf der Ellipsenlinie 0M.

2. Fall: y = 0.

Aus Gleichung (7) folgt —2z = 0, also z = 0, was aber unmdoglich ist, da = und y nicht
gleichzeitig Null sein kénnen, denn (0, 0) liegt nicht auf der Ellipsenlinie 0M.

3. Fall: x # 0 und y # 0.
Aus Gleichung (7) folgt

2 -2y z-—y

- —2x+6y —x+3y
2z z 4y Y

also hat man, nach Multiplikation der Briiche mit 2zy, die Gleichung
2zy — 2% = —2% + 3ay,

also ist 22 —zy—2y? = 0. Die Nebenbedingung lautet 224232 —1 = 0, also 2y? = 1—12,
somit haben wir 222 + zy = 1, also

_1-22°

y=—"" (8)

Dies in die Nebenbedingung eingesetzt ergibt:

1—22%\° 2 — 822 + 8z*
ﬁ+2< x) —1=0 = 24— T g
X X
4 2_82 84_ 2
v “;;rjc T 20 = 92" — 922 +2=0.

Die Substitution z := 22 ergibt die quadratische Gleichung 922 — 9z + 2 = 0, also
muss z° — z + 2 = 0 sein. Die p-¢-Formel liefert uns die Lésungen z; = 3 und 2z, = 2,
somit ist x aus {%, \’/—%, %, %f} und mit der Formel (8) ergeben sich die folgenden

Extrempunkte von f unter der Nebenbedingung g(z,y) = 0:

1 =1 V2 =2
p={C|.p={ "3 |.s=( V3 |.a=| |-
v V3 v v

Wegen f(p1) = f(p2) = =95 und f(ps) = f(ps) = —8; wird das Maximum von f auf
OM und somit auch auf M in p3 und p; angenommen und ist —8%.



Hausilibungen

(A 34) Exakte DGLen (34+5=8 Punkte)

Begriinden Sie jeweils, warum es sich bei den folgenden DGLen um exakte DGLen handelt
und l6sen Sie die zugehorigen AWPe.

(a)
(b)

127y + 3+ 62%-¢y' = 0; y(1) = 1.
2zeY — 1+ (22e¥ + 1) -y = 0; y(1) = 0.

Hinweis: Gehen Sie bei (b) wie bei (a) vor. Wenn Sie die Losung y nicht explizit
bestimmen kénnen, begriinden Sie die Existenz von y durch einen geeigneten ,,grofien
Satz“.

LOSUNG:

(a)

In der Notation von Gleichung (1) haben wir A(x,y) = 12zy + 3 und B(z,y) = 627,

beide sind auf dem sternférmigen Gebiet R? definiert und es gilt: %(m,y) =12z =

9B (z,y). Somit ist die DGL exakt. Um das zugehérige AWP zu l6sen, miissen wir eine

Stammfunktion U bestimmen. Dazu integrieren wir zunéchst A unbestimmt nach x:

Ulz,y) = /A(:L", y)dr = /(1233y + 3) dz = 62y + 3z + c(y).

Um c und somit auch U zu bestimmen, leiten wir U nach y ab und setzen mit B gleich:

oU |
a—y(z, y) =62+ (y) = 622 = (y) =0.

Jetzt integrieren wir ¢’ unbestimmt nach y und erhalten damit eine Moglichkeit fiir c,
z.B. ¢(y) = 0, also auch eine Moglichkeit fiir U, ndmlich z.B.

U(z,y) = 62%y + 3z.

Nun setzen wir U(z,y) = U(xo, ¥o), also haben wir

3—x
212

62’y +32=6+3 = y=

In der Notation von Gleichung (1) haben wir A(x,y) = 2ze?—1 und B(z,y) = z%e¢¥+1,
beide sind auf dem sternférmigen Gebiet R? definiert und es gilt: %(fc, y) = 2xe¥ =
Z—f(:r, y). Somit ist die DGL exakt. Um das zugehéorige AWP zu l6sen, miissen wir eine

Stammfunktion U bestimmen. Dazu integrieren wir zunichst A unbestimmt nach x:

Ulz,y) = /A(x, y) dx = /(2xey —1)dz = 2%e¥ — x + c(y).

Um c und somit auch U zu bestimmen, leiten wir U nach y ab und setzen mit B gleich:

ou !
a—y(m, y) =z’ +(y) = 2% +1 = d(y) = 1.

Jetzt integrieren wir ¢’ unbestimmt nach y und erhalten damit eine Moglichkeit fiir c,
z.B. ¢(y) =y, also auch eine Moglichkeit fiir U, ndmlich z.B.

Uz,y) = 2%e¥ —z +y.



Nun setzen wir U(z,y) = U(xo, ¥o), also haben wir
’ —x4+y=1-14+0 = 2% —x+y=0.

Die Gleichung kann man nicht ohne weiteres explizit 16sen, aber wegen

0

ay(m ey—x—i-y)—x e+1>0

ist, nach dem Satz iiber die implizite Funktion, die Gleichung z2%e¥ — z + y = 0 lokal
in einer Umgebung (1, 0) nach y auflésbar, also existiert eine Lésung des AWPs.

(A 35) Trennbare DGLen (24+342+5=12 Punkte)
Lésen Sie die AWPe der folgenden trennbaren DGLen.

(a) ¥ = sin(z)e?; y(0) = 0.

LOSUNG:
(a) In der Notation von (3) ist f(z) = sin(z) und g(y) = € und g(yo) = 1 # 0. Also:
/ —dn = / sin(§)dé = —e ¥ +e % = —cos(z) + cos(0)
= e ¥ =cos(zr) = y = —log(cos(x)).

(b) In der Notation von (3) ist f(z) = v/ und g(y) = ﬁ und g(yo) = 1 # 0. Also:

| ——dn—léwv@dszzi(Ayv%dnziéwv@dg

_ 16
3

Ve
oo

2 2
=>§y 3= gx =>y%:x%—7:>y:(x%—7)

(c) In der Notation von (3) ist f(z) =z und g(y) = /1 — y? und g(yo) = 1 # 0. Also:

Y 1 T .’IZ'2 02 ,’1')2
—dn = / d¢ — arcsin(y) — arcsin(0) = — — — =— y =sin (—) .

| = [ e (1)~ axcsin(0) = 5 — - = y=sin

(d) Wir formen die DGL folgendermafien um:

' 1+y? _1+y2. 1
Cay(l+a?) oy z(l4a?)

Also ist f(z) = I(HIQ und g(y) = # und g(yo) = 2 # 0. Wir beachten, dass gilt:

1 _—x2+1—|—x2_ —x? n 1+ 22 - +1
z(1+22)  z(1+22)  z(l+22) 2z(1+22) 1422 2z




Dann haben wir:
L | r —£ 1
—dn = ——+—1]d
[ mem=[ (Fare)e
Y T
U —£ 1)
= dn = —+2|d
/1i1+n277 ,A <1+8 ) *

=¢[ bg1+n] { L log(1 4 €2) +mg@}

z

1

1 log(2
~ log(1
=3 og(l+y°) — 5

= log(1 + ¢*) = —log(1 + 2?) + 2log(z) + 21og(2)

= 1+y° = exp (—log(1 + 2°) + 2log(z) + 210g(2))

= y = v/exp (= log(1 + z2) + 2log(z) + 2log(2)) — 1

= y= \/exp (log ((1+22)" 1)) - exp (log(?)) - exp (log(22)) — 1

42

1+a2

log(2
7 log(l + 2°) + log(z) + OT — log(1)

:}y:

(A 36) Lineare DGLen und Variation der Konstanten (3+3+4=10 Punkte)

(a) Losen Sie das AWP zur folgenden linearen DGL 1. Ordnung:
y' +y - cot(z) = 5@
m
v(3) =0
(b) Losen Sie das AWP zur folgenden homogenen linearen DGL 2. Ordnung:

y'—8y' +7y=0
y(0)=0
y'(0) = 1.

(c) Losen Sie das AWP zur folgenden homogenen linearen DGL 2. Ordnung:

y" 4+ 12y' + 100y = 0
y(0) =1
y'(0) = 6.

Hinweis: Hat man eine homogene lineare DGL 2. Ordnung, d.h. eine DGL der Form
y' +ay +by=0 (9)
fiir reelle Zahlen a,b € R, so ist das zugehorige AWP

y' +ay +by =0
Yy (o) = Yo (10)
Y'(z0) = 11

fiir beliebige yo, y1 auf ganz R global eindeutig 16sbar. Man geht dazu in drei Schritten vor:



. Man bestimmt die Lésungen der charakteristischen Gleichung A2 + a\ + b = 0.

. Je nachdem, was fiir Nullstellen A;, A\ man erhélt, wihlt man y; und ys:

(1) )\1,)\2 € R, A1 ?é Ay —> yl(:c) = 6’\1$, yz(.T) = M7,
(i) M1 =X € R = yi(x) = M2, yo(z) = zeM®.
i) A\=a—i8, a=a+if, B #0 = yi(x) = e** cos(fz), y2(x) = e** sin(fBz).

. Die Losung des AWPs (10) lautet

y(z) = iy (z) + caya(2),

wobei ¢y, ca noch zu bestimmende reelle Zahlen sind, die man iiber die Anfangswert-
bedingungen y(zy) = yo und y'(z¢) = y; erhiilt.

LOSUNG:

(a)

Es ist a(z) = cot(z), also ist A(z) = [ cot(t) dt = [log(sin(t))]% = log(sin(z)) und es
2
ist f(z) = 5ec@), Es gilt:

y(z) = e~ losbin(@) . (0+/ 108 (sin(€)) 5 ocos(€) dg) = — > (/ e sin(€) d§)
x sin(z) x

5 (_ecos(cc) + ecoS(%)) —5 (ecos(w) _ 1)

sin(z) - sin(z)

Die charakteristische Gleichung ist A\*> — 8\ + 7 = 0 und hat die Nullstellen \; =
4—+4/16—-7 =1und Ay = 4 — /16 —7 = 7, somit wihlen wir y;(z) = €* und
yo(x) = ™. Das AWP wird also durch y(z) = c1€® + cpe™ geldst, wobei (0) = 0 und
y'(0) = 1 noch gelten miissen. Wegen y/(x) = c1e® + Tcoe™ haben wir also das lineare
Gleichungssystem

y(0)=c1-14+c-1=0
y'(0)201-1+702-1:1,

also ist ¢ = ¢

Die charakteristische Gleichung ist A\* + 12\ + 100 = 0 und hat die Nullstellen \; =
—6 —v36—-100 = —6 — 8 und Ay = —6 4+ /36 — 100 = —6 + 8i, somit wahlen
wir y1(z) = 7% cos(8z) und y,(r) = e % sin(8z). Das AWP wird also durch y(z) =
c1e7%% cos(8z)+coe 5% sin(8x) geldst, wobei y(0) = 1 und %'(0) = 6 noch gelten miissen.
Wegen y'(x) = ¢; (—6e %% cos(8z) — 8¢ % sin(8x))+cy (—6e %% sin(8z) + 8¢ cos(8x))
haben wir also das lineare Gleichungssystem

und ¢; = % und y(z) = —-< + %.

y(0)=c1-1-14+¢c-1:0=¢ =1
y(O0)=c1-(—6-1-1-8-1-0)+cp-(—6-1-0+8-1-1) = —6e; + 8¢, = 6,

also ist ¢; =1 und ¢; = 2 = 2 und y(z) = e 5 cos(8z) + 375" sin(8z).



