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10. Ubung mit Lsungshinweisen

Auf diesem Ubungsblatt behandeln wir die Differenzialrechnung in hoherdimensionalen
Raumen. Es gelten die folgenden allgemeinen Voraussetzungen:

FE, F' sind endlich-dimensionale, normierte Vektorrdume, d.h. beide sind mit einer Funktion
||| ausgestattet, die den Vektoren eine Linge zuordnet. Normalerweise denken wir uns
E = R™ und F = R" fiir gewisse m,n € N, jeweils mit der Norm |[|z]|, := /Y, 27
oder der Norm ||z||, := max; |z;|. Wichtig ist in diesem Fall, dass beziiglich dieser
Normen Folgen im R" bzw. R” genau dann konvergieren, wenn alle einzelnen
Komponenten konvergieren. Auflerdem ist U C E immer eine offene Teilmenge, z.B.
die Menge U = {(z1,72) € R?|2? + 22 < 1} (offene Einheitskugel) in E = R%. In vielen
Fillen ist aber einfach U = E.

Wir definieren dann die folgenden Begriffe: Eine Abbildung f : U — F heifit in einem
Punkt x € U differenzierbar, falls eine lineare Abbildung A : F — F existiert, so dass

o @+ h) — f(@) = A(h)

=0
h—0 1Al

gilt. Weil die lineare Abbildung A von x und f abhéngt und sogar eindeutig bestimmt ist,
schreiben wir D f, := A und nennen sie das Differenzial von f in z.

Eine Abbildung f : U — F heifit differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt x € U
differenzierbar ist.

Ist eine Abbildung f : U — F gegeben, ein Punkt z € U und ein Vektor v € E, so heifit
t —
Oy f(z) := lim flo+tv) = fz)

t—0 t

die Richtungsableitung von f in z in Richtung v.
Speziell fir E = R™, FF =R, 2 € U und ey, e,...,e, € R™, wobei bei e; nur der j-te
Eintrag 1 ist und alle anderen 0, schreibt man

af

8$]‘

L T f(.’L‘l,. ey Lj—1,T5 +t, Ljt1,y-- .,.’L‘m) - f(:v)
() = Oc, f(x) = lim :

und nennt diese Zahl die partielle Ableitung nach z;. Wenn man also eine mehrdimen-
sionale Funktion partiell nach einer Variablen ableitet, tut man so, als ob die Funktion nur
von dieser einen Variablen abhéingt und leitet sie danach ab. Beispiel:

0 .
f(z1,25) = 2229 + cos(m) = ——(21,22) = 22,29 + 0 und —f(arl, T9) = 2% —sin(zy).
8331 axQ
Wenn die partiellen Ableitungen in alle Koordinatenrichtungen existieren, heifit die Funk-
tion partiell differenzierbar. Wenn die partiellen Ableitungen alle stetig sind, heifit die
Funktion stetig partiell differenzierbar.



Ist eine Abbildung f : U — F in einem Punkt x € U differenzierbar und ist ein Vektor
v € E gegeben, so existiert auch die Richtungsableitung von f in z in Richtung v und sie
ist:

0y f(z) = D fo(v).

Hat man F = R™, FF = R" und eine Funktion f : U — R", x — (fi(z), fo(x), ..., fa(x)),
die in z € U differenzierbar ist, so definiert man eine Matrix

o) Se) Sho) oo Holo)

o2(z) §2(z) PB(x) .- ﬁ(iv)
Ji(z) := S—ﬁ(w) a_zz(x) S—Q(fv) (fm—;(fv) ;

shar) ) Pl o Hal)

die Jacobi-Matrix von f in z. Das Differenzial ist dann folgendermaflen gegeben:
Df,:R" — R"

Die bekannte Ableitung im Eindimensionalen ist eine 1 x 1-Jacobi-Matrix, das Differenzial
im Eindimensionalen ist die Multiplikation mit dieser Zahl.

Gruppeniibungen

(G 1) Formen der Differenzierbarkeit

Fiigen Sie zwischen die folgenden Aussagen fiir eine Funktion f : R™ — R" alle allgemein

richtigen Implikationspfeile , = “ ein:

f ist stetig. f ist differenzierbar.
f ist partiell differenzierbar. f ist stetig partiell differenzierbar.
LOsuNG:
f ist stetig. f ist differenzierbar.

W

f ist partiell differenzierbar. <= f ist stetig partiell differenzierbar.

(G 2) Richtungsableitung, Partielle Ableitung, Differenzial, Jacobi-Matrix
Sei f: R = R, (71,2, 73) — Timy — 27175 + €%3.

(a) Bestimmen Sie mit Hilfe der entsprechenden Definition die Richtungsableitung 0, f ()
von f in x = (2,1,0) in Richtung v = (2, -1, 1).

(b) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen aa—mfl, g—zf;, % von f.

(c) Ist f differenzierbar, d.h ist f in jedem Punkt von R?® differenzierbar? Wenn ja, wie
sieht das Differenzial Df, : R® — R an einer allgemeinen Stelle z = (z1, zo, x3) aus?
Und was hat D f, mit der Jacobi-Matrix J¢(x) zu tun? Koénnen Sie mit Hilfe von J;(z)
die Richtungsableitung 0, f(z) aus (a) auf eine zweite Art und Weise berechnen?



LOSUNG:

(a) Wir rechnen:

flz+tv) — f(x) f((2,1,0) +¢(2,-1,1)) — f(2,1,0)

dz,-1,0f(2,1,0) = lim ; = lim ;
242t,1— -1

t—0 t

iy (4+8t+4t2)(1—t)— (4+4)(1 -2t +1?) + e — 1

) t
. et — 81 + 8 — 1 de L'Hospital ,. €' — 24t% + 8

= lim = lim———— =9.
t—0 t t—0 1

(b) Wir leiten jeweils nach z,, x5, x3 ab:

of

8—aﬁl(x1’x2’ T3) = 21Ty — 205
aof
a—xQ(xl’ T, T3) = T7 — 47173
0
%(ﬂh;ﬂ?z;%) =e".

3

(c) Jede partielle Ableitung existiert iiberall und ist iiberall stetig als Summe von Poly-
nomen bzw. als Exponentialfunktion. Daher ist f stetig partiell differenzierbar, also
auch differenzierbar. Die Jacobi-Matrix J;(z) ist der liegende Vektor

(aa—xfl(xl,xmfvs), L (21,32, 3), aa—z’;(xl,xz,xs)) = (2w1my — 223, 2] —Amizy, €™)

und das Differenzial Df, ist die lineare Abbildung

Df,:R* —R
hl hl
hy | — Jr(z) - | he | = (23129 — 235)hy — (2] — 42172) ho + €™ h3.
hs hs

Die Richtungsableitung 0(2,—1,1y.f(2,1,0) ldsst sich nun auch wie folgt berechnen:

2
Oe,—1,f(2,1,0) = J;(2,1,0)- | =1 | = (4—2)-2+(4—8)-(=1)+(e")-1 = 4+4+1=9.
1

(G 3) Hohere Ableitungen und Taylor im Mehrdimensionalen

Sei f: R = R, (21, T2, 73) — T2T9 — 27122 + €% wie in (G 2). Bestimmen Sie die hdheren
partiellen Ableitungen von f bis zum Grad 3 und stellen Sie die Taylorpolynome vom
Grad 0 bis 3 mit Entwicklungspunkt a = (2,1, 0) auf. Ist bei der Berechnung der héheren
partiellen Ableitungen von f die Reihenfolge der Differenziation wichtig?

Hinweis: Das Taylorpolynom vom Grad n mit Entwicklungspunkt a = (a1, az, az) von f ist

o f (z1 — a1 )" (z3 — a2)?? (x5 — as)”
T}L(x’a)ZE: E: ajlaha]’s(a)' ]
k=0 | 0<j1,ja,jz<k OT1 OF2 OT3 J1-J2:73:
J1tje2+js=k




LOSUNG:

Bei der Berechnung der hoheren partiellen Ableitungen von f ist die Reihenfolge der Diffe-
renziation nicht wichtig, da die Funktion f unendlich oft differenzierbar ist und man iterativ
des Satz von Schwarz benutzen kann. Die partiellen Ableitungen bis zum Grad 3 sind:

2 2
f=x{ry — 22125 + €3,

0 0 0
a—a':fl = 2.%'1./1,'2 — 2.’1:%, a—i = .’L‘% — 4$1x2, a_x'}; — 6583’
o f 0 f 0’ f
8—$% B 23:2’ 8$181?2 B 25E1 B 4.T2, a$16$3 - 0’
> f > f >’ f
— =4 = — =™
0z U 9101, 0 0z3 <
> f >f O f
0.3 = Oa 2 = 4, 2 = Oa
oxy 0x10T> 0x50x3
>’ f ’f > f
sz = b 5 =0 g =0,
1015 O0x10x3 0x10x9023
Pf_o OF _, B P
ox3 7 0x3dxs ' 0Ox20xi 7 Ox
An der Stelle a = (2, 1,0) haben wir dann:
fla) =1,
Of o 9y 9
8—531(a) - 2’ 8x2 (a) - 4’ am?’ (a) - 1’
0 f 0% f 0o 0
a—x%(a’) - 21 amlal'Q a/) ] 8—.%'18—.7;3‘]‘-(0/) - 0’
o f o’ f o f
8—.17%(@) - _87 81'28373 a) = 07 a—xg(a’) - 17
’f >f >’f
0 = =2, — (q) =
ox3 (a) =0, 0220, (e) © 01201 () =0,
>’f >’f >’f
0x1013 (a) = —4, 0x1022 (a) =0, 0x,022015 (a) =0,
>*f > f P f 5 f
P, — — = —_— = ]_.
ox3 (a) =0, 0x301; (a) =0, 0x2013 (a) =0, ox3 (@)

Wir erhalten die Taylorpolonome
T{(z,a) = f(a) =1,
T}(2,0) = T0(2.0) + 5 (0)(o1 = 01) + 5 (0) o2 = 02) + (o) s — )

14+ 21— 2) — Ay — 1) + 73,

32f(a) (1 — a1)? n 0*f

T (z,a) = Tf(z,a) + (a)(z1 — a1)(xe — ag)

or? 2! 0x1075
an 82f (.’1?2 — CLQ)Z
0x1013 (@)(z1 = a1)(ws — a5) + O3 (a) 2!
an 82f (.’Eg —_ a3)2
+ 029015 (a)(2> = a2) (w5 — a5) + 0z’ (a) 2! ’

1
=1 —|—2(.’131 - 2) —4(.’1)2 — 1) + x3 + (371 — 2)2 —4(.’132 — 1)2+ §$§,



83f (531 - a1)3 a?’f

(z1 — 01)2(552 — ay)

3 2
Ty(z,a) = Ty () + ox3 (a) 3! * 02201, (a) 211!
83f ($1 — (1,1)2(373 — a3) 63f (371 — al)(xg — (1,2)2
9701 W) 21! 9,053\ 12!
1 3 .1 10Ty 4
O f (21 — a1)(x3 — az)® ’f
* omom3 112 T Pmomd, W T )@ = @)@~ as)
63f (352 - CL2)3 a3f (55'2 - a2)2($3 - a3)
G T 9230, 211!
83f (.TQ — a2)($3 — a3)2 83f (.733 — 03)3
* Pz W 112! M AT
1
1
+ (21 — 2)%(my — 1) — 2(z; — 2)(zy — 1)* + Ea;g.

(G 4) Kettenregel im Mehrdimensionalen

Seien f : R? — R?, (z1,72) — (22 — 2129, 71 + 23) und g : R — R?, 2 — (2, ). Bestimmen
Sie J(fog)(7) auf zwei Arten und Weisen.

Hinweis: Fiir die Benutzung der Kettenregel im Mehrdimensionalen ist es hilfreich, sich
alle obigen Vektoren als stehende Vektoren vorzustellen. Dann steht in der j-ten Spalten
der Jacobi-Matrix die vektorwertige Funktion nach z; partiell abgeleitet.

LOSUNG:

Wir berechnen zunéchst die Jacobi-Matrizen von f und g:

staver- (=7 23). a-()

Nach der Kettenregel gilt:

Tea (1 = T30 30 = 7500 350 = (1 1727+ (1) = (s)-

Alternativ bestimmen wir direkt: fog: R — R?, 2z — (22 — 2- 2,2 + 2%) = (0,2 + 2°).
Deswegen ist

0 0
T(fog)(2) = (1 n 322> , also J(foq)(7) = (148) )

Hausiibungen

(A 29) Mehrdimensionales Ableiten (24+4+4=10 Punkte)

Wir fassen den Raum aller 2 x 2-Matrizen als vierdimensionalen Vektorraum R?*? = R* auf.
Die Menge der invertierbaren Matrizen' bezeichnen wir mit U C R*. Die Matrix-Inversion

U— R> =R

a Na(a, b, c,d)
bl (a b) R (a b) - | m(a,b,c,d)
c|l \c d c d | ne(a, b, ¢, d)
d na(a, b, c,d)

!Diese Teilmenge ist offen und deswegen ist die folgende Betrachtung sinnvoll.



nennen wir 7.

(a) Bestimmen Sie 74, 75, 7e, 1Mq mit Hilfe der expliziten Inversions-Formel fiir 2 x 2-
Matrizen.

(b) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen von 74, s, ¢, M-
(c) Rechnen Sie nach, dass gilt:

ey G )= CIED

LOSUNG:

(a) Die explizite Inversions-Formel fiir 2 x 2-Matrizen lautet

-1 d b
(a/ b) — <ad_cbc adabc) .
¢ d ad—bc  ad—bc
Deswegen haben wir 74(a,b,¢,d) = —%=, ny(a,b,¢,d) = == nc(a,b,c,d) = =5,

na(a, b, ¢, d) = —4-.
(b) Es sind genau 16 partielle Ableitungen zu berechnen:

—d? cd bd —bc
Ouha = (ad — bc)?’ O1la = (ad — bc)?’ Oclla = (ad — bc)?’ Outha = (ad — bc)?
bd —ad —b? ab
Oalo = (ad — bc)?’ Oy = (ad — bc)?’ Oetty = (ad — bc)?’ Dutlp = (ad — bc)?
cd —c? —ad ac
Que = (ad — be)?’ Ohtte = (ad — bc)?’ Octte = (ad — bc)?’ Oune = (ad — be)?
—b ac ab —a?

C
aa77d = m, abnd = m, 3cnd = m; ad77d = m-

Dies sind die Eintrige der Jacobi-Matrix 7, (a, b, ¢, d).

(c) Einerseits ist

—d?w + cdz + bdy — bez

1 bdw — adx — b’y + abz

(ad —bc)? | cdw — ¢z — ady + acz
—bcw + acx + aby — a®z

TIn(a,b,c,d) -

N e 8

und andererseits ist
(a b) o (’UJ LL‘) (a b) o — (add—bc ad—bbc> . (w l‘) . (add—bc ad—bbc>
- c d y = c d T ad_—cbc ada—bc y =z ad_—cbc ada—bc
_ 1 —d b w x d —b
(& L)) (D)
1 (—dw +by —dz+ bz) _ ( d —b)
(ad —bc)? \ cw —ay cx—az —c a

_ 1 —d?w + bdy + cdx — bez  bdw — b*y — adx + abz
"~ (ad —be)? \ cdw —ady — ¢’z + acz  —bcw + aby + acx — a*z)




(A 30) Hohere Ableitungen und Taylor im Mehrdimensionalen (10 Punkte)

Sei f: R — R, (z1,25) — €17 — 822 — 422. Bestimmen Sie die héheren partiellen
Ableitungen von f bis zum Grad 4 und stellen Sie die Taylorpolynome vom Grad 0 bis 4
mit Entwicklungspunkt a = (0, 0) auf.

Hinweis: Das Taylorpolynom vom Grad n mit Entwicklungspunkt a = (a1, a2) von f ist

n . .
3kf (3}'1 — al)“ (3','2 — az)h
T}L(x’a)zz Z ajla jz(a'). 140
k=0 \ 0<jsja<k T 0y Ji:J2:
Jitj2=k

LOSUNG:

Die partiellen Ableitungen bis zum Grad 4 sind:

f=etm _ga? — 4q2, of = 22,1175 — 1674, of = 2x9e™1175 — 8,

8.T1 6332
82f 2.4 22 82f 2., .2 an 2, .2
—5 = (2 +4x])e"1T*2 — 16 =4 T = (24 4a5)e" T2 — 8
927 (2 + 4z7)e ' Pmiom, — i 2 (2 +4zx3)e :
f o2 ? 0’ f 2P g?
oay (12, + 8a)e™ ™, 01207y (4z2 + 8ais)e™ ¥,

83f 22422 83f 224z2
011023 (8125 + da1)e™ ™, a3~ (1202 F 8x5)e” o,
a4f JJ2 JJ2 a4f JJ2 1‘2
e = (12 + 4822 + 1617 )e™ T2, 9550z = (243119 + 1623 75) ™ 72,

o'f S o'f R
92702 = (822 + 16z7x3 + 823 + 4)e"1 172, 90,013 = (243119 + 167,23 )e" 1172,
64f 2 4\ x4z
a—x% = (12 -+ 483:2 + 16.’E2)€ 1 2,

An der Stelle a = (0,0) haben wir dann:
fla) =1,

0 0
2 f@) =0, —f(a)=0
L@ =0, f@)=0,

0*f 0 f 0 f

97 (a)=—14 =0,22(a) = —6

0z? (a) © 011039 2 " 0z (a) ’

O3f o3f Bf 03f

ox? (a) =0, 01202, () =0, 0x10x3 (a) =0, ox3 (a) =0,

orf o f otf orf oO'f

B—x‘f(a) = 12,

02301, (a) =0, 02012 (a) =4, 0z,073 (a) =0, 8—:6‘5((1) =1z



Wir erhalten die Taylorpolonome

T0(z,0) = f(a) = 1,

T}@,0) = T9(5,0) + 2 (0) o1 — @) + 22 @) (w0 — 02) = 1.
73(0,0) = Tj(w0) + 52 @ 4 T (o), = a2 - )
+ gig(a) (> ;!GQ)Q =1 72% — 322,
o'f (a) (71 — a1)*(z9 — ap)? o'f ( )(351 — a1) (29 — ay)®
822012 2191 B, 03 13!
+ g;{; (a) (2, ;!a2)4 =1-72 — 325 + %x‘f + ziz3 + %x%

(A 31) Kettenregel im Mehrdimensionalen (5+5=10 Punkte)

Seien f : R® — R, (z1,Z9,T3) = T1%9 + Tox3 + T1x3 und g : R — R 2 — (1,2,2%).
Bestimmen Sie jeweils auf zwei Arten und Weisen:

(@) (fo9)'(1) = T(roq(1) (b) Jgop)(1,2,0)
LOsuNG:
Wir berechnen zunéchst die Jacobi-Matrizen von f und g:
0
Tr(x1, 22, 23) = (562 +x3, x1+x3, T2+ -'L'l) . Jyz)=11].
2z
(a) Nach der Kettenregel gilt:

(f09)' (1) = Tipoq (1) = Tp(9(1)) - To(1) = T¢(1,1,1) - Ty(1)
0
=(222)-({1]=2.0+2-1+2-2=6.
2
Alternativ bestimmen wir direkt: fog: R — R, 2+ z + 2% + 22. Deswegen ist

(f09)(2) = T(pog)(2) =1+ 322 + 22, also (fog)'(1) = Tifoq)(1) =14+3+2=6.

(b) Nach der Kettenregel gilt:
JTigon(1,2,0) = J,(£(1,2,0)) - T¢(1,2,0) = Jy(2) - T¢(1,2,0)

0 0
:<1 -(213):( 3).
4 12

co N O
N =)



Alternativ bestimmen wir direkt:

gof: R — R

I 1
Ty | /> T1ZTo + Tox3 + T1X3

2,2 4 9,2 Qi 12 2,2 4 9 2 4 4242
T3 TIiTy + 2T1T2%3 + 221753 + THX3 + 221223 + T T3

Deswegen ist J(gop)(1, T2, T3) =

0 0 0
T2 + T3 xr1 + X3 To + X1

2m1m%+4m1m2m3+2m%m3+2m2m§+2m1z§ 2m%m2+2m%m3+4m1m2m3+2m2m§+2m1m§ 2m%m2+2m1mg+2m323+4m1m2m3+2z%m3

Also ist
0 0 0 0 0 O
Jgor)(1,2,0) = | 2 1 3 —[2 1 3
8+0 440 44+8+0 8 4 12



