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9. Ubung mit Lsungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 1) Fourierreihen

Skizzieren Sie die folgendenden 2m-periodischen Funktionen und berechnen Sie deren Fou-

rierreihen:

(a) f(x)=lz[, @€ (-mmn] (b) g(z) = [sin(z)|,z € (=7, ]
(c) h(z)=(z—m)?% 0<z<2m
Hinweis: Sie kdénnen die Identitdten sinzcosjz = 3[sin(j + 1)z) — sin(j — 1)z] bzw.

[ @ cos (na)de = (G2 4 o3 DY ynd [ 22 cos (na)dr = 2 cos (nz) + (£ — 2) sin (na)

benutzen.

LOSUNG:

(a) Die Funktion f ist gerade, deshalb sind die Koeffizienten b, der Fourierreihe gleich 0.

Auflerdem gilt
ap = % / rdr =7
0

~2 [T
{

n:v) +x sin (nx)] i
0

und

——(cos (nm) — 1)

0 n gerade

4
—— n ungerade.
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._/_:

die Fourierreihe lautet somit
o0
_E_éz :cos(Zn 1)z
FR 2 ™ 2n 1)2

(b) Die Funktion g ist auf (—m, 7) gerade,g(x) = g(—=x), also gilt b; = 0 fiir j € N.
ag = (1/7) [*_|sin(z)| dz = (2/7) [; sin(x) dx = 4/



Fiir j > 1 gilt

a; = (1/m) /7T | sin(z)| cos(jx) dx

—T

= (2/m) /O7T sin(zx) cos(jz) dx

= /() [ Bin((G + Da) = sin( — Do)l 2do
= m[=1/(j + 1) cos((j + D)a) +1/(j — 1) cos((j — 1)z)]o]
= Yr[-1G+DEDY +1/G - DEDT +1/(6+1) = 1/ - 1)
= 1/n[-2/(G-D0U+ 1)+ (-1))]
a; = (2/m) /07T sin(2x)/2dx = (1/7)(—cos(2z)/2)|§ =0

Die Fourierreihe von ¢ lautet somit

—2/7r—421/ (2j — 1)(2j + 1)) cos(2jz)

(c) Wegen h(—z) = (—z — m)? = (z + 7)? = (z — 7)? (Periode 27!) ist h eine gerade
Funktion. Die Koeffizienten b,, der Fourierreihe sind daher gleich 0.

™
agzg/ (z—7m)Pde =2[32® —2’n + 7 :L‘} = 2n°.
0
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]
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/ x — )% cos (nx)dx
/ cos (nz)dr — 27r/ x cos (nx)dx +/ Ccos (nx)dm}
0 0

(23 cos (nm) — 25 cos (nm) + 2]

=1|l\3

%I~> 2o

Somit folgt FR(z) = sm* +4% 2 == (nz) |

n

(G 2) Ableitungen stetiger linearer Funktionen

Essei A: V — R eine stetige lineare Abbildung zwischen den normierten Vektorrdumen V'
und R.

A(z+th)—A()
t

(a) Berechne die Richtungsableitung lim, ., am Punkt x € V in Richtung

heV.

(b) Ist die Abbildung A differenzierbar? Wenn ja, wie lautet die Ableitung DA, an einem
Punkt x € V7

LOSUNG:

A(z+th)—A(

: x) _ lim, .o A(z+th)—A(x)

t

1. limy_o = Timy o 2% = Tim, o P2 — Tim, . A(h) =

A(h).
2. Ja, dA(z)(h) = A(h).




(G 3) Partielle Ableitungen

Die Richtungsableitungen lim; . w einer Funktion f : R” — R™ in Richtung der
i-ten Einheitsvektoren e; werden (sofern sie existieren) partielle Ableitungen genannt. Man
schreibt dafiir auch %.

(a) Man berechne fiir die folgenden Funktionen f : R* — R bzw f : R?* — R die partiellen
Ableitungen sowie deren partielle Ableitungen.
(1) flz,y) =a° =22 +day’ +y* +10. (i) f(2,y,2) = ayzsin(z +y+2)
(b) Die Funktion f : R?\ {0} — R sei durch f(x,y) = In /22 + y? gegeben. Zeigen Sie

2 L 2f )
Ox2 oy2 —
LoOsuNG:

1. (a) & =322 —day® + 49°, & 6f = 4x%y + 122y% + 493, 8x8y = 8‘18]; = 8xy + 1292

(b) 5 8f =yz 81n(x+y+z)+3:yz cos(z+y+z), 6—f = zzsin(x+y+z)+ayz cos(x+y+2),

ﬂ = xysin(z + y + 2) + zyzcos(x + y + 2), C%gy = aa;gx = zsin(zx + y +

0z
z) +yzcos(x +y+ z) + xzcos(z + y + 2) — xyzsin(x + y + 2), Baazgz = 59;9]; =

ysin(x +y + z) + yzcos(x + y + 2) + zycos(x + y + z) — xyzsin(x + y + 2),
2
rr _ 0 DL psin(x4y+2)+az cos(z+y+2)+xy cos(z+y+2) —zyz sin(z+y—+2),

Oydz — 020y
. . . . of _ 1 12$ _ T
2. Die ersten Richtungsableitungen berechnen sich zu 7o = \/x2+y \/x2+y = =7
und 8f = 12—“ Dle zweiten Ableltungen lauten daher 82’; = = +y2 + @ +y )2 sowie
82f_ Bf_ 2 —2(x?+y%) _
ok = i + Gty Bs folgt B+ T = o - R <0

(G 4) Ein Gegenbeispiel
Die Funktion f : R? — R sei durch

fen ={ 5 7
gegeben. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:
(a) Die Funktion f ist im Punkt O partiell differenzierbar.
(b) Die Richtungsableitung lim; w exisitert nur fiir v € {0} x Rund v € R x {0}.
(c¢) Die Funktion f ist nicht differenzierbar.

LOSUNG:
(a) Es gilt
&ﬂanggﬂhmhﬂom=gg%=o
und
01 (0. 0)_}1{%]”(0 h) = . /(0,0) :;lfi%%zo

(b) Es sei v = (v, v2) kein vielfaches der Standard-Basisvektoren, d.h. vy - vo # 0. Dann
gilt
f((0,0) + h’U) — f(070) _ l U102
h  hv? 402

und somit existiert der Grenzwert limy_ ! ((0’0)+};l”)_f 09 hicht.




(c) Da nicht alle Richtungsableitungen im Punkt O existieren, kann f nicht differenzierbar
sein.

(G 5) Ableitungen stetiger linearer Funktionen II

Es seien V' und W normierten Vektorrdume und f : V' — R eine stetige lineare Abbildung.
Wir wissen aus Aufgabe G1, dafl fiir alle v € V das Differential df(v) genau durch die
Funktion f gegeben ist.

Kommentiere folgenden Einwand:

“IstV=W =R und f : R - R, z — z die Identitit, so gilt f'(x) =1 fir alle x € R, im
Widerspruch zu oben gezeigtem!”

(Wo liegt der Fehler?)
LOSUNG:

Ist f: R — R, z — x die Identitdt, so gilt f'(z) = 1 fir alle z € R. Dies bedeutet
lim, g f(vﬂh)_fit)_f/(v)'th = 0, d.h. das Differential df (v) ist durch df(v)(h) = h = f(h)
gegeben! Es gibt also keinen Widerspruch!

Hausiibungen

(A 26) Kurven im R? (10 Punkte)

Es seien o und 3 zwei stetig differenzierbare Kurven I — R? im R3. Wir definieren die
Kurve 7 : I — R? durch v(¢) = a(t) x 3(t). (Zur Erinnerung, das Kreuzprodukt von zwei
Vektoren ist durch

T1 Y1 ToYs — T3Y2
T2 X Y2 = Y13 — T1Y3
xs3 Y3 T1Y2 — T2Y3

gegeben).

(a) Wie berechnet sich die Ableitung von v am Punkt ¢ (durch die Werte von «;, &, 8 und
p)?
(b) Ist die Kurve ~ stetig differenzierbar?

LOSUNG:
1. Das Kreuzprodukt ist bilinear. Eine Verallgemeinerung von Aufgabe G3 fithrt zu 4 =

o x 3+ d x (3. Natiirlich a8t sich dies auch explizit ausrechnen.

2. Da a und g stetig differenzierbar sind, ist (nach (a) auch -y stetig.

(A 27) Richtungsableitung (10 Punkte)

Es sei V = C([0,1],R) der Vektorraum der stetigen reellen Funktionen auf dem Einheitsin-
tervall versehen mit der Supremumsnorm. Wie lautet die Richtungsableitung der Funktion
f — f? in Richtung h € V am Punkt f € V?

LOSUNG:

(f2+2tfh+t2h2—f2
t

(f+th)2—f2
t

= lithO = hmtﬂo

. 2t fh+t2h?
lim;_,g === 2f.



(A 28) Die Richtungsableitung der Exponentialfunktion (10 Punkte)

Wir betrachten den Banachraum V' = £(R", R"), wobei wir lineare Abbildungen A mit der
zugehorigen Matrix beziiglich der kanonischen Basis identifizieren. Die Matrixexponential-
funktion exp : V' — V ist durch

1
exp(A) = Z EAk
k=0

gegeben. Berechne die Richtungsableitung der Matrixexponentialabbildung in Richtung A
am Punkt 0 (d.h. bei der Nullabbildung).

Hinweis: Dies geschieht analog zum Beweis fiir die reelle Exponentialfunktion.

Losuna:
Es gilt
1 1
exp(A) — exp(0) = EAk — A= yAk-
k=0 k=1 "
Somit folgt
lim exp(tA) — exp(0) iy 2k=l it At —lim A + M — A.

t—0 t t—0 t t—0 t



