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8. Ubung mit Losungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 1) Taylorpolynome und Taylorreihen

Bestimmen Sie von folgenden Funktionen f; : R — R jeweils die Taylorpolynome vom Grad
0 bis 3 mit Entwicklungspunkt 1 und, falls méglich, die entsprechenden Taylorreihen. In
welchen offenen Umgebungen von 1 konvergieren die Taylorreihen, falls sie existieren, gegen
die jeweilige Funktion f;?

0 firx <1
(x—1* fiirz > 1.

(a) fi(z) =22>—322+8z—4 (b) fo(z) =sin(nz) (c) fi(z) = {

LOSUNG:
(a) Wir rechnen wie folgt:

fi(z) = 22° — 32% + 8z — 4, also fi(1) = 3 und T} (z,1) = 3.
fi(x) = 62° — 6z + 8, also f;(1) = 8 und T}l(a:,l):8(ac—1)+3.

"(z) =12z — 6, also f(1 )—6unde1(x,1):g(x—1)2+8(x—1)+3.

9@—1P+&x—n+&

12
(x) =12, also f{"(1) =12 und T} (z,1) = g(:r —1)°+ 5

Alle weiteren Ableitungen von f; existieren, sind nimlich 0. Daher existiert die Tay-
lorreihe von f; mit Entwicklungspunkt 1 und ist mit 77, («, 1) identisch. Beachte, dass
T} (x,1) mit f; auf ganz R identisch ist, was man entweder durch das Auflésen der
Klammern und Zusammenfassen sieht oder durch die Tatsache, dass das Taylorpoly-
nom einer Funktion vom Grade 3 mit Entwicklungspunkt 1 das eindeutige Polynom
vom Grade kleiner gleich 3 ist, das mit der Funktion im Funktionswert und bis im 3.
Ableitungswert in 1 iibereinstimmt und dass f; diese Bedingung auch erfiillt und vom
Grade kleiner gleich 3 ist.

(b) Wir rechnen wie folgt:

fo(z) = sin(wz), also fo(1) = 0 und Tf2( ,1) =0.
fo(x) = wcos(mz), also fy(1) = —m und T}, (z,1) = —w(z — 1).

5 (z) = —n’sin(rz), also fy (1) =0 und T}, (z,1) = —7(z — 1).
3
5 (z) = —7*cos(mz), also fy'(1) = 7° und T},(z,1) = %(x -1 —7w(z —1).



Ferner haben wir fQ(Zn) () =0 und f2(2n+1) (z) = (_1();::{)27“

die Taylorreihe von f; mit Entwicklungspunkt 1 und lautet

fiir n > 2. Somit existiert

> 0 fiir m = 2n

am(z — 1)™, wobei a,, = ntl m B
Z_ m( ) " {w fiir m = 2n + 1.
m=0 m!

Da Taylorreihen immer Potenzreihen sind, ist der Bereich, in dem die Taylorreihe

konvergiert, ein Konvergenzkreis. In diesem Fall hat dieser den Mittelpunkt 1 und
1

wegen

m
limsup X/ |ap,| = lim ¥ "

m—00 m—00 m! lim,,,_, o0 vm!
ist der Konvergenzradius co und somit konvergiert die Taylorreihe von f> in ganz R..

(c) Bei zusammengesetzten Funktionen muss man sicherstellen, dass der rechtsseitige
Funktionswert und die rechtsseitigen Ableitungswerte gleich den entsprechenden links-
seitigen sind. Linksseitig ist der Funktionswert und sind die Ableitungswerte in 1 of-
fensichtlich 0. Rechtsseitig ist dies nicht ganz so offensichtlich, aber es gilt tatsdchlich:

lim(z —1)* =0, lim4(z—1)*>=0, lim12(z—1)>=0, lim24(x —1)=0.

z—1 r—1 r—1 r—1

Somit ist f3 in 1 dreimal differenzierbar und man hat
17 (z,1) =T}, (2, 1) =T}, (z,1) = T}, (z,1) = 0.

Es ist allerdings lim, ,; 24 = 24 # 0, somit stimmt die vierte rechtsseitige Ableitung
nicht mit der linksseitigen iiberein und daher ist f3 nicht viermal differenzierbar in 1,
also existiert keine Taylorreihe von f; mit Entwicklungspunkt 1. (Dafiir miisste die
Funktion beliebig oft differenzierbar sein.)

(G 2) Reelle und komplexe Fourierkoeffizienten
Sei

N
Sn(z) = % + Z ay, cos(kx) + by sin(kzx)
k=1

ein reelles Fourierpolynom. Finden Sie seine komplexe Darstellung, d.h. finden Sie ¢, € C
fir k € {0,1,-1,2,-2,..., N, =N} mit

N
Sn(z) = Z cre®®.
k=—N

Zusatzfrage: Sei Sy eine N-te Fourier-Partialsumme fiir vorgegebenes N € N. Wie viele
Nullstellen in [—m, 7) hat Sy hochstens, wenn nicht alle ay, by null sind?

Hinweis: Es gelten e = cos(t) + isin(¢) und e ® = cos(t) — isin(t). Wie kann man aus
diesen Informationen den Sinus und den Kosinus zuriickgewinnen?

LOSUNG:

'Wir benutzen hier ohne Beweis, dass lim,,_,oc ¥m! = oco.



Es sind cos(t) = 6”4—276_” und sin(t) = eit;f_it, also hat man fiir £ > 0:

itk —ikx ikr __ —tkz

ay cos(kx) = ay ¢ —;e und by sin(kx) = by ¢ 5 ‘

1

und daher

N N ik —ikx ikx —ikx

ik ap et t+e et —e

=S =0 b
k_Z_N cre ~(z) 5 + ; ag 5 + by, 5

Wegen der linearen Unabhiingigkeit der e, n € Z, ergibt sich durch Koeffizientenvergleich

ag ag bk ap — Zbk Qg bk ap + Zbk
c=— und ¢ =+ = und c = — — — =
2 2 21 2 2 21 2

fiir £ > 0.

Zur Zusatzfrage: Wir werden zeigen, dass ein von null verschiedenes Sy hochstens 2N
verschiedene Nullstellen in [—7, 7) hat. Wir schreiben zunéchst

fiir z := €',

Angenommen, Sy hitte 2N + 1 verschiedene Nullstellen in [, 7). Dann wiirden diese
Nullstellen durch die Funktion x — €*® auf 2N + 1 verschiedene Nullstellen des Polynoms
Ziio cx—n - 2F abgebildet. Weil dieses letztgenannte Polynom aber vom Grad < 2N ist und
nicht-konstante Polynome vom Grade < 2N stets hichstens 2/N verschiedene Nullstellen
haben, muss Ziio cy—n - 2¥ = 0 sein, also jedes ¢;_y = 0, mithin Sy = 0. Somit hat ein
von null verschiedenes Sy héchstens 2NV verschiedene Nullstellen in [—m, 7).

(G 3) Berechnung einiger Fourierreihen

Skizzieren Sie die Graphen der folgenden 27-periodischen Funktionen f; : R — R, berechnen
Sie ihre reellen und komplexen Fourierkoeffizienten und stellen Sie jeweils die reelle und die
komplexe Fourierreihe auf:

B L1 st

2

(c) fs3(z):= % fir ¢ € [—m, 7).

Hinweis: Die Formeln fiir die reellen Fourierkoeffizienten sind a, := = [7_ f(z) cos(kz) dz
fir k = 0,1,2,... und by := %ffwf(x) sin(kz) dz fiir k = 1,2,3,.... Die komplexen Ko-
effizienten erhalten Sie durch ¢, := 5= ["_ f(z)e **dx fiir k € Z oder mithilfe der reellen
Koeffizienten und (G 2).

LOSuUNG:

(a) Fiir k =0,1,2,... haben wir:

1 [ 1 [7
ap = — fi(z) cos(kx) dx = —/ x cos(kz) dx
TJ_n m

-7

:%([x.W]iﬂ—%/:sin(lm)dx>

1 ™ 1 km
=0—— [ sin(kz) =

1
pm sin(t) dt = 7z

27

(—cos(km) + cos(—km)) = 0.

—5=
k*m —k7

-7



Fiir k = 1,2,3,... gilt:

' fi(z) sin(kz) dx = %/W rsin(kz) dz

-

— 1 0
cos(kz) ] + E/ cos(kx) dx)

—T —T

=
(-t . =) L )
<_

27 - COS(/WT) i (Sin(kﬂ') — sin(—kﬂ')))

I I I

PR
_ —2cos(km) L0 —2  fiir k gerade
2 fiir k ungerade.

co=—=0 undfirk >0 ck__z_k: ko ur £ gerade
2 —+  fiir k ungerade,
iby, —+ fiir k gerade
C_p = — = .
T2 +  fiir k£ ungerade.

Wir haben also die Fourierreihen
zkm . I - (_1)k+1 —ikx
22 sin(kz) und Z +Zie )

(b) Fiir k =1,2,3,... gilt:

/ fo(z) sin(kzx) d (/0 —zsin(kz) dx + /wasin(kx) dx)

= — (/ tsin(kt) dt —l—/ zsin(kz) dac) = 0.
a L 0
Es ist

1 s 1 0 I 9 s 2 2
aO:—/ ﬁ(:c)d:rz—(/ —xdx+/ xdx):—/ gde =27 — 7
T J_r ™ \J_r 0 T Jo ™ 2

Fiir K = 1,2, ... haben wir:

k+1

1 1 0 ™

—/ fo(z) cos(kzx) dz = — (/ —z cos(kx) dz +/ x cos(kx) dx)

n 7T - 0

1 ¥
= (/ —zcos(k(—z)) dx +/ x cos(kx) dm)

T 0

1 ™ s 2 e
=— </ x cos(kx) dx +/ x cos(kx) dx) = —/ x cos(kx) dx

T \Jo 0 T Jo
2 sin(kz)]™ 1 [™ . _ 2 [T .
= <[ac - L %/0 sin(kz) dac) =0 i) sin(kz) dz

2 ko 2 0 fiir k£ gerade

= o sin(t) dt = ~ (— cos(km) + cos(0)) = {—ﬁ fiir  ungerade.



Bei den komplexen Koeffizienten stellen wir fest:

0 fir k£ d
00:@:z undfﬁrk>0' Ck:C_k:%:: 9 ?r gerae
22 2 —42. lur k ungerade.
Wir haben also die Fourierreihen
r_=Z Z cos ((2¢+1)z) und T2 i 1 i)z
2 2€ 2w~ (20+1)2 .

(c) Firk=1,2,3,... gilt:

0 ,.2 .2
/ f3(z) sin(kzx) d 1(/ x—sin(kx)dm—i—/ x—sin(kac)dx)
™ \J_r 4 o 4
042

Es ist

—%/_:fg(ﬁ)d.%:

Fiir £ =1,2,... haben wir:

/ f3(z) cos(kz) d (/i %cos(kx) dr + /OW %2 cos(kx) dm)
= - (/7r —%cos(k( ))dac—i—/wx;cos(kx) dac)
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=g/ m—coskx ——/xcoskx

T Jo 4

_i , sin(kz) __/ 1 _g/ﬂ :

([w p } ! 2z sin(kx) dr | = - 0 R, xsin(kx) dx
— K

= i zsin(kz) d - ([x-%h +E/o cos(kx) d:v)

B —cos(km) 1 [

=~ <<7T'T—O) +ﬁ/0 cos(t)dt)

_cos(km) 1 . ) _ cos(km)

=2 " 3. (sin(km) —sin(0)) = 12

1

& fiir k gerade
—4z fiir k ungerade.

Bei den komplexen Koeffizienten stellen wir fest:

2 L fiir k gerade
00:%:7;—2 und fiir £ > 0: ck:c_k:%:{”c2 UrrE

—5z  fiir k ungerade.

Wir haben also die Fourierreihen

7T2 ¢ (_1)k k ﬂ- 1 ¢ zka: 1 ¢ —zkm
12—}-; 2 cos(kz) und —2+§k2_:1 k2 5 2 )



(G 4) Konvergenz von Fourierreihen

Betrachten Sie die Fourierreihen der Funktionen fi, fo, f3 aus Aufgabe (G 3) hinsichtlich
ihrer Konvergenz: An welchen Stellen und nach welchem Satz konvergieren die Fourierreihen
jeweils? Betrachten Sie die Unstetigkeitsstellen der Funktionen gesondert und bestimmen
Sie dort auf zwei Arten und Weisen, ob die Fourierreihen konvergieren und wenn ja, mit
welchen Grenzwerten.

LOSUNG:

Jede dieser 27-periodischen Funktionen ist derart, dass sich das Intervall [—m, 7] jeweils in
endliche viele Stiicke zerlegen lisst, so dass die Funktion dort stetig und monoton ist: f; ist
auf ganz [—m, 7| stetig und monoton und fs, f3 sind beide stetig und monoton auf [—, 0]
und [0, 7]. AuBlerdem sind f5, f3 auf ganz R stetig und in den Unstetigkeitsstellen (2¢+ 1)7
von fi, wobei ¢ € Z, existieren die links- und rechtsseitigen Grenzwerte:

i /‘(;gl_l)ﬂfl(x) T un m\(;ﬁl)ﬂfl(x) T

Somit konvergieren nach dem Satz von Dirichlet die Fourierreihen von fi, fo, f3 iiberall.
Nach Dirichlet konvergiert die Fourierreihe von f; an einer Unstetigkeitsstelle (2¢ + 1)x
gegen

limg ~2041)r f1(2) + lime ey f1(z)  7—7

2 =5 =0

Wir kénnen uns die Fourierreihe von f; aber auch direkt in (2£ 4+ 1)7 anschauen:

& —1)k+1 o —1)k+1
22( sin(k(2£+1)7r):2z( ]2 .0=0.
k=1 k=1

Hausilibungen

(A 23) Konvergenz einer Fourierreihe (10 Punkte)

Sei dy,dy,d_1,dy,d_o, ... eine Folge komplexer Zahlen. Man definiere auf dem Intervall
[—m,7] mit Sy(z) = Yon_ y dxe*® eine Funktionenfolge (Sy)nen, also die Fourierreihe
* _die™*®. Wir nehmen nun weiter an, dass diese gleichmdfig gegen eine Funktion
k=—00 g
f i+ |—m, 7] = C konvergiere. Beantworten Sie (mit Begriindung!) folgende Fragen:
g
(a) Ist f notwendigerweise stetig?

(b) Stimmt die Reihe >";° _ die™* mit der Fourierreihe von f iiberein, d.h. gilt

[e's) o)
§ : dkezka‘: 2 : Ckezkm’

k=—00 k=—o0

wobei ¢ 1= 5= [ f(x)e ** dz fiir alle k € Z7?

(c) Ist die Konvergenz von (Sy)nen gegen f auch eine Konvergenz im normierten Vek-
torraum (C°([—m, ), ||||5), d-h. gilt auch

dim \/ / |Sw(@) - f(@)* de =07




LOSUNG:

(a) Jede Partialsumme Sy ist eine endliche Summe von Vielfachen von Exponentialfunk-
tionen, also eine stetige Funktion. Da der gleichméflige Limes stetiger Funktionen

immer stetig ist, ist f stetig.
(b) Da Sy — f fir N — oo ein gleichméfiger Limes ist, vertauscht dieser Limes mit
Integralen. Es gilt daher fiir alle k& € Z:

. 1 & )
/ f(x)e ** dx = —/ lim Sy(z)e **dr = — lim SN(x)e”kw dx
N—oo 2T N—oo
T ilx —ikx - ilx zk:z
27mv1520/ ZW o) de QM&E%OZ/_FM o) do
= Z dg— / kT dy = dy,.

J/

=1 fiir Ii_k und sonst 0

Somit sind die ¢, tatsdchlich die Fourierkoeffiziente von f.

(c) GleichméBige Konvergenz bedeutet, dass fiir jedes 6 > 0 ein m € N existiert, so dass
fiir alle N > m gilt:

[Sv = fllo = sup |Sy — f] <.

z€[—m,7]

Sei € > 0. Dann gibt es ein m € N, so dass obige Ungleichung mit § := &2 /27 fiir alle
N > m gilt. Dann gilt aber auch fiir alle N > m:

\//_ﬂ 1Sn(z) — f(x)]” do < \/27T- |Sn(x) — f(:c)||§o de < /21 -e%2/2m = €.

Also ist Sy — f fiir N — oo auch ein Limes im Raum (C°([—n,7]), ||-]|,)-
(A 24) Integrale von Sinus- und Kosinus-Funktionen (10 Punkte)

Berechnen Sie

/ sin(kz) sin(fz) dx und / cos(kx) cos(fx) dx

-

fiir beliebige &, ¢ € Z.

Hinweis: Denken Sie an die komplexe Darstellung des Sinus und des Kosinus.

LOSuUNG:

Wegen sin(t) = ¢ t_e “ gilt:

(eikm _ e—ikw) . (eiéw _ e—iém)
-4
(_ei(k+£)w . efi(k+2)cc + 6i(k72):c + 6fi(lcf€)x) ]

sin(kzx) sin(fz) =

=



Daher haben wir:

/7r ikt g,

sin(kz) sin(¢zx) dz

=27 fiir {=—k und sonst 0

1 " i(k—0)x 1
- d -
+ 1 /_W e x +4

=27 fiir =k und sonst 0

1 .
—i(k+£)x d
1 /_W e T

WV
=27 fiir {=—k und sonst 0

/ e—i(k—ﬁ)x dx

- -’

~
=27 fiir £=k und sonst 0

J/

—n fiir ¢ = —k
=qn firl=k
0 sonst.
Wegen cos(t) = ‘3”2767” gilt:
eikw + efikz . ei&c + efi&c
cos(kzx) cos(lx) = ( )4 ( )
_ 1 (citb+02 4 oilh+0z | (ilh—02 4 o=ilk—0)2)
4
Daher haben wir:
™ 1 T '
/ cos(kx) cos(fx) dx = = / k0 g +3 / o ik+0z g,

=27 fur f=—Fk und sonst 0

/ Z(k Oz

=27 fur f=k und sonst 0
m fiir £ = £k
0

1

|

q;

sonst.

i
4 -

~
=27 fiir £=—k und sonst 0

67i(kf€)a: dr

- v

~-
=27 fiir /=k und sonst 0

(A 25) Reihe iiber den reziproken Quadratzahlen (10 Punkte)

Wir wollen
<1 1 1 1

D

n=1

4 9 16

n2

berechnen? und gehen in drei Schritten vor.

(a) Bestimmen Sie die komplexen Fourierkoeffizienten ¢, der 27-periodischen Funktion

f(@) {1_
fir k € Z.

(b) Wenden Sie nun Parsevals Gleichung

S =14+ 4+,

fir z € [0, 7]
1 fiirx € [—

,0)

1
o | | 2 dx = Z x|

k=—00

an, um » > W und danach )7 (23+1)2 zu berechnen.

2Diese Reihe ist einige der wenigen Reihen, von denen man auswendig wissen sollte, dass sie konvergieren.



(c) Wir schreiben S := 3 >

5. Begriinden Sie, warum

- 1 S
s=y L .5
j:0(2]+1)2 4

n=1 n?

2
gilt. Folgern Sie nun S = r

LOSUNG:

(a) Wir berechnen die komplexen Koeffizienten direkt:

0 T
/ fz (/ —1d:v+/ 1d:v)
-7 0
w)))+(7r—0):0
1 0 s )
f —zkz dr = — / —tkx dz +/ e—zkw dﬂ?)
- 2m — 0
e—zlcz —zkm _ eikﬂr e—ilmr -1
o \ | ik ]_W —zk ik )+< ik ))
_ Ltk

1 <2 6. T _ Zk7r> 1 zk7r+efzk7r 1 1 eilwr_i_efilwr
1 1

und, fiir £ # 0:

T o k ikm kT - T dkm ik 2

1 i
. (1 — cos(kr)) = {02 ir k gerade

T ikm -— fiir k£ ungerade.

(b) Fiir die linke Seite von Parsevals Gleichung gilt:

1 [ 1 [7 1
o | 1@ do= o [ vds= o an=

Die rechte Seite ergibt mit (a):

= 2 2 4
2 _ 12 _
Z jex]” = 0"+ Z ikn  —ikm Z k272
k=—00 k ungerade k ungerade
[S) 00 [9)
4 4 8
pu—y + pr—
ZFO (2) + 1) Zj_o (—2j — 1 Z]_O (2) + 1P
2
Also ist Z] -0 QJTPZ = 1 und daher Z] =0 [ j_ 12 =3

(c) Mit S =370, 5 ist

1 1 1 = 1
S PR AND DY P S RS AR O

n>0 ungerade n>0 gerade 7=0 j=1
=1 L1 i": 1 i": 1 S
O R e S O R D



