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7. Ubung mit Lsungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 1) Offene/Abgeschlossene und kompakte Mengen

Entscheiden Sie, welche der folgenden Teilmengen von R jeweils offen, abgeschlossen oder
kompakt sind.

(a) N (b) [0,1) () Uia(z: D) (d) M={(-1";|neN}pu{o}
LOSUNG:

(a) Die Menge der natiirlichen Zahlen ist abgeschlossen in R, da das Komplement R \ N
offen ist. Die durch a,, = n gegeben Folge hat keine konvergente Teilfolge, somit ist N
nicht kompakt.

(b) Dieses Intervall ist weder offen (da 0 kein innerer Punkt ist) noch abgeschlossen (da 1
ein Haufungspunkt ist, der nicht zur Menge gehort). Damit ist die Menge auch nicht
kompakt.

(c) Diese Menge ist, da sie Vereinigung von offenen Mengen ist auch wieder offen. Da

sie den Haufungspunkt 1 (und auch den Haufungspunkt 0) nicht enthélt, ist sie nicht
abgeschlossen und damit auch nicht kompakt.

(d) M ist abgeschlossen. Der einzige Haufungspunkt ist 0 und ist enthalten in M.
Wir zeigen, daf} es keinen anderen Haufungspunkt als 0 gibt. Ist x € R mit = # 0,
dann gilt |z| > L fiir ein n € N. Dann enthélt

1 1

G @) MM

(z —

héchstens ein Element von M. Somit ist x kein Haufungspunkt von M.
Da die Menge M beschrénkt und abgeschlossen ist, ist sie kompakt. Da M viele isolierte
Punkte enthélt, ist diese Menge nicht offen, da diese Punkte keine inneren Punkte sind.
(G 2) Ein unendlichdimensionaler Banachraum
Zeigen Sie, dass die abgeschlossene Einheitskugel auf dem unendlichdimensionalemn Ba-

nachraum (C([a, b)), | - ||o) nicht kompakt ist.

LOSUNG:



Wir suchen uns eine Folge (in der Einheitskugel), die keine konvergente Teilfolge besitzt.
Sei 0.B.d.A. [a,b] = [0, 1]. Wir setzen
fni[0,1] — R
{ 1—nr fires<?i
T n

0 sonst

Die einzelnen Funktionen f,, sind alle stetig und es gilt ||f,|| = 1, also f,, € B1(0). Aber:
Die Folge (f,)nen konvergigert nicht gleichméflig. Zwar konvergiert f,, punktweise, jedoch
gegen die unstetige Funktion

f:0,1] — R

. 1 firez=1
& 0 sonst

Damit kann (f,,), keine konvergente Teilfolge haben.

(G 3) Potenzreihen
Berechnen Sie die Konvergenzradien der folgenden Potenzreihen:

(a) S tee)aeR (b)) 0,2 2 eR (o) N, W e

n=1 n2 n=1 n?2

Fiir welche Werte sind die Reihen konvergent, auf welchen Teilmengen von R bzw. C sind
sie gleichméfig konvergent? Mache Sie sich jeweils klar, um welche Funktionenfolge es sich
dabei handelt.

LOSUNG:

(a) Zunéchst beobachten wir, dass gilt Y7 | 1(22)" = > | Zz". Wir konnen nun den

Konvergenzradius p mit dem Quotientenkriterium fiir Reihen bestimmen.

Ap+1
Qp

Vl.2n+1.xn+1 n

= 2 |x|.

(n+ 1)2nzn n+1

Damit die Reihe fiir ein = konvergiert, muss gelten limy, 1y 57 - 2 - lz] =2-]z| <1
(siehe Quotientenkriterium). Da fiir |z| < 1 also die Reihe konvergiert, vermuten wir
nun p = 5. Da die Reihe fiir [z| > £ offensichtlich divergiert (warum?), folgt, daf p = 3
tatsichlich der Konvergenzradius ist. Nun betrachten wir noch die Félle |z| = 3.

x = %: Da die Reihe fiir x = % die harmonische Reihe ist, divergiert die Reihe.

r = —%: Da die Reihe fir z = —% die alternierende harmonische Reihe ist,
konvergiert sie.

Insbesondere folgt daraus, dafi die Funktionenfolge g, := 22:1 %(2:5)” fiir alle x < %
absolut und gleichméflig konvergiert.

(b) Wir gehen vor wie bei a):

2

An+1 ’ n
= -z — 2|.
ay, (n+1)2 | |
Gesucht sind also alle x mit lim,, ‘GZH‘ = |z — 2| < 1, und damit konvergiert die

Reihe fiir alle = €]1, 3[. Sie divergiert fiir alle z > 3 und alle x < 1. Fiir # € {1, 3} sehen
wir, dafl beide zugehorigen Reihen konvergent sind, die Reihe konverhiert also fiir alle
x € [1,3], und konverhiert auf diesem Bereich auch gleichméfiig nach Weierstraf}, da

—9)n
S I g = 3000, L < o




(c) Es gilt

ot B = V| ] e
o e R ST Rl T vl R
wenn also gelten muf lim,, ., || = /2 - |z| < 1 fiir Konvergenz, dann ergibt sich
2| < \/LE Wegen > > || (1;;')71 ZnHIZ\S% < 3 | &5 < oo konvergiert die Reihe, also die
koo (140"

Funktionenfolge g, := >, _,
fir alle z € C mit |z] < \/Li

—5—2" sogar absolut und gleichméflig nach Weierstrafl

(G 4) Konvergenz von Funktionenfolgen

Fir alle n € N seien die Funktionen f, : R — R mit D := D(f,) = [0,1] durch die
Zuordnungsvorschrift

1—-2"x JfallsO<z <+
fulx) ::{ 2

0 ,falls2in<x§1

definiert. Skizzieren Sie f; und f; sowie qualitativ f,, und untersuchen Sie die Funktionen-
folge (fn)nen hinsichtlich punktweiser und gleichméfBiger Konvergenz auf D.

LOSUNG:
Skizze:

Vermutung: Aufgrund obiger Skizze liegt die Annahme nahe, daf die Funktionenfolge (f,),,cy auf
dem Intervall D punktweise (aber nicht gleichméfig) gegen die Grenzfunktion f : R —
R mit D(f) = [0,1] und

1 ,fallsxz =0
flz) =
0 , falls z € (0,1]

konvergiert.

Punktweise Konvergenz: Zum Nachweis der punktweisen Konvergenz der Funktionen-
folge (fn),en gegen die (vermutete) Grenzfunktion f sollen nun zwei Fille unterschieden
werden:

x = 0: In diesem Fall gilt
fn(0)=1 firalleneN

und wir erhalten

lim f,(0) =1 = £(0).

x € (0,1]: Wir miissen zeigen, daf fiir jedes = € (0, 1] und fiir jedes € > 0 ein N = N(e,z) € N
existiert, so daf fiir alle n > N die Bezichung

[ful2) = fz)] <e

erfiillt ist. Sei nun € > 0 beliebig gewahlt. Fiir ein vorgegebenes x € (0, 1] existiert

wegen
. 1
ST
ein NV € N mit )
— <z,



weshalb fir alle n > N dann .

2N<x

1
— <
on
und somit
|fulz) — f(z)|=10—-0]=0<c¢
folgt.

Damit haben wir bewiesen, daf die Funktionenfolge (f,), oy auf dem Intervall [0, 1] punkt-
weise gegen die Grenzfunktion f konvergiert.

Gleichmiflige Konvergenz: Fiir jedes n € N ist die Funktion f, stetig. Ware nun die
Funktionenfolge ( f,),,cy auf D gleichméBig konvergent, so miifite die Grenzfunktion f eben-
falls stetig sein. Da aber die Funktion f an der Stelle zq = 0 (und damit auf D) nicht stetig
ist, folgt, da8 die Funktionenfolge (f), oy auf D nicht gleichméfig gegen f konvergiert.

(G 5) Taylorentwicklung
Bestimmen Sie die Taylorentwicklung der Funktion f(x) = Inz um den Punkt 1 und deren
Konvergenzradius.

LOSUNG:

Die Ableitungen sind durch f™(x) = (—1)”_1% gegeben. Die Koeffizienten a,, der Tay-
lorreihe berechnen sich somit zu
1 (=)t

“ n! () n

Die Taylorentwicklung lautet demnach >~ 7 (=) (x — 1)

n

Hausiibungen
(A 20) Potenzreihen (10 Punkte)
(a) Wir definieren (2‘) = %&\_M fiir beliebige A € R,k € N. Berechnen Sie den
Konvergenzradius R der Reihe > /7 (2‘) 2*. Hingt R von N ab?
(b) Es sei p(z) := 350, (3)2*. Beweisen Sie ¢(z) = (1 + 2)*.

Hinweis: Benutzen Sie (1 4 z)¢'(z) = Ap(z) und betrachten Sie die Funktion “J(QA.

(c) Berechnen Sie die Taylorreihe von f(z) := H% im Nullpunkt.

(d) Berechnen Sie die Potenzreihenentwicklung des Arcustangens arctan um den Null-
punkt.

Hinweis: Bestimmen Sie zuerst die Ableitung des Arcustangens und benutzen Sie
Teilaufgabe (c).

LOSUNG:

()
(1)

nicht von N ab. Dies folgt u.a. auch daraus, dal die Anfangsglieder einer Reihe deren
Konvergenz nicht beeinflussen.

n+1
A—n

(a) Es gilt R = lim,

= lim,, ., | | = 1. Der Konvergenzradius héngt somit



(b) Aus dem Hinweis folgt ¢'(z) = Ap(2)(1 + 2)~1. Es folgt %(zgx = 0. Der Quotient

ist somit eine konstante Funktion. Aus (1 + 0)* = 1 = ¢(0) ergibt sich damit die
Gleichheit der Funktionen im Z&hler und im Nenner.

(c) Auf der Einheitskugel gilt f(z) = > 7 ,(—2?)™. Somit ergeben sich die Koeffizienten
der Taylorreihe zu

0 sonst

1o -1)" fir ne2Z
anZEf()(o):{( )

(d) Aus arctan’(z) = f(z) ergibt sich arctan(z) =Y 2 %x%“ auf der Einheitskugel.

(A 21) Potenzreihen (10 Punkte)
Bestimmen Sie die Konvergenzradien der folgenden Reihen:
o) . foe) 1)2 e k
() Sop2o(k +sin(k))(z —2)* (b) 3, e (0) 2 f(w — )™

o'} —1)k
(d) > o %x%ﬂ-

LOsUNG:
() Es ist lim |- | = lim k+—n<’€>‘ T
oo | @k+1 h—soo | K+ 1+sin(k+1) oo 1+%+Sm“’z+l) .
Da —¢ < Sink(k) < 1, gilt lim —Sin(iﬂ) = lim % =0,
k—o0 k—oo
und damit kll_g)lo U‘Zil = 1}:520 =1

Also ist der Konvergenzradius nach dem Quotientenkriterium 1.

(b) Es ist
, (B (2k+2)! . (2k+1)(2k+2)
l = l . =
ks |aper | ko (2B) (k+ D2 kose (k4 1)2
2k+1)-2 . 4k+2

= 1 X 7 = —
P (k+1) Pl k+1

Also ist der Konvergenzradius nach dem Quotientenkriterium 4.

(c) Mit z = (x — 5)° schreibt sich die gegebene Reihe als i—gzk
k=1

Wir bestimmen zunéchst den Konvergenzradius dieser Reihe: Wegen

Y D T 2
et k2 _kg]go(\’“/E)2_12_

ist dieser % nach dem Wurzelkriterium. Also konvergiert die urspriingliche Reihe fiir
alle x € R mit

lz—1P =]z] <L, dh Jz-1]< {%@

Der Konvergenzradius ist damit %

(d) Es ist

2k +1
R 1

= lim =
k—o00

lim
k—o00

- k1—>r20 2k

(—1)F  2k+1
' 2%  (—1)k+1

Ak+1

Der Konvergenzradius ist also 1 nach dem Quotientenkriterium.



(A 22) (10 Punkte)

Fertigen Sie eine Skizze der Funktion

fR—R, f(x):{e_ﬂ fr z >0

0 sonst

an. Beweisen Sie, dafl diese Funktion beliebig oft differenzierbar ist und berechnen Sie die
Taylorreihe um den Punkt 0.

LOSuUNG:

Da die konstante 0-Funktion und die Exponentialfunktion beliebig oft differenzierbar sind,
ist nur die Differenzierbarkeit der Funktion f im Punkt 0 zu beweisen. Anhand der Skizze
vermuten wir f’(0) = 0. Da die Exponentialfunktion schneller fillt als jedes Polynom, folgt
—1 1
e n? —0 e r —0

<lim — <1i — =0.

= L
Somit ist die Funktion f in 0 Differenzierbar mit Ableitung f’(0) = 0. Analog beweisen
wir die Existenz der hoheren Ableitungen. Die Funktion f ist auf dem Intervall [—oo,0)
beliebig oft differenzierbar mit Ableitung 0. Auf dem Intervall (0, 00) ist sie auch beliebig oft

_ 1

differenzierbar. Die 1. Ableitung berechnet sich hier zu f'(z) = e~ 2% - 2. Weiteres Ableiten
ergibt immer eine summe des Typs »_ f - p; mit Polynomen p; in % Auch hier gilt

fr(h) =0 .2 J(h)-pi(h) =0 f(h) - pi(h) =0
T‘: lim b 'SZ ph <

<
0 - h—0 h -

0.

lim
h—0

lim
h—0

(2

somit ist die Funktion f im Punkt O beliebig oft Differenzierbar und die Ableitungen ver-
schwinden in 0:f™"(0) = 0 fiir alle n € N. Die Taylorreihe ist somit die Nullfunktion.



